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Tryckfel kan forekomma.

1) (3p) Finn alla heltal z sa att 35| (222 — 7), dvs 222 — 7 =0 (mod 35).

Loésning: 35| (22x — 7) betyder precis 22z + 35k = 7 for nagot k. Euklides algoritm:
35-1.224+13, 1=9-24=9-2(13-9)=-2-13+3-9=
—-2-13+3(22-13)=3-22-5-13 =

22=1-134+9
13=1-9+4, $422-56—35-35="7
9=2.4+1, 22(56 — 35) — 35(35 — 22) =22.21 - 3511 = 7.

x = 21 ar alltsa en 16sning och som vanligt (sgd(22,35) = 1) fas den allménna lésningen
Svar: Alla losningar ges av * = 21 4+ 35n, diar n € Z.

2) (3p) 24 barn, 12 flickor och 12 pojkar, skall stélla sig i tva led med 12 barn i varje led.
Pa hur manga sétt kan det ske om leden inte far vara enkdnade?
(Svaret far innehalla heltal, potenser, fakulteter och de fyra vanliga riaknesitten.)

Losning: Det finns lika manga sétt att gora de tva leden som att gora ett langt led, 24!.
Fran det skall dras antalet sitt skapa enkénade led, 2 - (12!)% (led 1 eller led 2 med bara
flickor, varje led ordnas pa 12! sitt)

Svar: Leden kan bildas pa 24! — 2 - (12!)2(= 620447942848173834240000) sétt.

3) (3p) En grupp G har delgrupperna H och K med 24 respektive 35 element, dvs |H| = 24,
|K| = 35. Finn alla mdjliga varden for |H N K|, dvs hur méanga element som kan ligga i
bade H och K.

Loésning: Om g € H giller for g:s ordning o(g) | |H| = 24 och om g € K maste o(g) | 35.
Om g € HN K giller alltsa o(g) | sgd(24,35) = 1, dvs g maste vara 1, identitetselementet.
Alltid géller 1 € HN K, sa Svar: Enda méjligheten ar |[H N K| = 1.

4) (3p) Ett RSA-kryptosystem har n = 221(= 13 - 17). Meddelandet 7 krypteras som 11
och meddelandet 8 som 60. Vad krypteras meddelandet 56 som? Glom inte att motivera.

Losning: Vi vet att E(7) = 11, dvs 7 = 11 (mod 221) och p.ss. E(8) = 60 = 8°
(mod 221). Det ger F(56) = 56° = 7¢8° = 11 - 60 = 660 = 218 (mod 221).
Svar: 56 krypteras som 218.

5) (3p) I en plan sammanhéngande graf G = (V, E) har precis hilften av hornen valens
(grad) 3 och hélften har valens 4. Grafen delar in planet i 47 ytor (fasetter) (inklusive den
yttre, odndliga ytan). Hur manga hérn och hur manga kanter har G?7

Losning: Om en plan sammanhéngande graf har v horn, e kanter och r ytor géller v—e+r =
2. Med v = 2a fas 3a +4a =Y, ., 6(x) = 2e. r =47 ger 2a — La +47 = 2, sé a = 30 och
v =060, e = %30 = 105. Svar: Grafen har 60 hérn och 105 kanter.

6) (4p) Finn en kontrollmatris H for en linjar bindr kod C med |C| = 16, 11011011 € C,
00111000 ¢ C, som rattar ett fel.

Lésning: Koden har tydligen lingd 8 och dimension 4 (16 = 2%), s H:s rang skall vara 4.
Vi tar alltsa H som en 4 x 8-matris med alla kolonner olika och # 0. 0
11011011 € C ger att summan av kolonnerna 1, 2,4, 5, 7och 8 &r =0 = [8] , man kan t.ex.
ta (summan av 1, 2 och 4)=(summan av 5, 7 och 8) = 0. 0

00111000 ¢ C ger att (summan av kolonnerna 3, 4 och 5) # 0.
10110000

Svar: Man kan t.ex. ta H = {8(1,(1’(1)(1’(1)8(1)].

00000111




7) Lat som vanligt fibonaccitalen F;,, n € N, definieras av
Fy=0, F1 =1o0ch F,1o = F,4+1 + F, for allan € N.

a) (2p) Visa att (1})" = (F;::l Ffjl) forn=1,2,3,...
b) (2p) Visa att F? + F?, | = Fb,41 for allan € N.

(I b) far a) anvdndas dven om man inte gjort den.)

Loésning: a) Induktionsbevis. Bas: VL = (1 §) = (% ?(1)) = HL,, ok.
Steg: Antag att pastaendet stdmmer for n = k, dvs VL = HLg. Da fas VLg11 =
k+1 IA F, F Fyi1+Fx F Fyis F)
O =VLe (1) 2HL () = (5 ) ) = (Epa™ ) = (e ) =
HLgy1. Steget ocksa ok, sa induktionsprincipen ger att saken &ar klar.
2 Fn FTL F’Vl F’VL F’VL FTL
b) Bftersom (13)%" = (13)" (13)" ger a) ate (e 2 ) = (T ) (e ).

11-elementet &r Fo, 11 = F2,, + F2, saken &r klar.

)

(6) =8, (7)) =2, 7(8) =5, m(9) = 6.

) (1p) Uttryck 7 i cykelnotation.

) (3p) Finn 7:s ordning o(m) och ett o € Sy sa att o(omw) > o(m).

Loésning: a) Eftersom 7(1) =7, n(7) =2, 7(2) = 1 etc, fas 7 = (172)(39685)(4).

b) o(m) = mgm(3,5,1) = 15. Om o7 har cykelstrukturen 45 ar o(om) = mgm(4,5) = 20 >
15. Valet o = (1724)(39685) ger o = omn—! = (1724)(39685)(127)(35869) = (14).
Svar: a) m = (172)(39685)(4), b) o(w) = 15, t.ex. o = (14).

9a) (2p) Visa att for alla r, s € N giiller 2" — 1| 2" — 1.
b) (3p) Visa att om m € N ar udda géller m | 2™ — 1 {6r nagot n = 1,2,...,m.

Losning: a) 27 — 1 = (27 — 1)(27(=D 4 27(s=2) 1 127 4 1), klart (Al. induktion sver ).
b) Antag motsatsen, att division av 2" — 1 med m ger rest # 0 for alla n = 1,2,3,...,m.
DA finns (postfacksprincipen) tva lika rester, sig for 25 — 1 och 28 — 1, dir 1 < s <t < m,
sAm | (20— 1)— (25 —1) = 2t — 25 = 25(2t=5 — 1), s& (m &r udda) m | 2¢=° — 1. Men
1 <t — s < m,sa det motsdger antagandet. Sa pastaendet giller, saken &r klar.

10a) (2p) Finn det kromatiska polynomet for vidstaende graf. Pa hur
manga sitt kan grafen hornfiargas med hogst 5 farger?

b) (2p) Lat en graf G ha det kromatiska polynomet Pg(A) och kromatiska
talet x(G) = 3. Pa hur manga sitt kan G hornfargas med precis 5 farger

(dvs sa att alla farger anvénds)?
c¢) (1p) Kontrollera resultatet i b) med grafen hérintill.

Losning: a) Kalla grafen H och den understa kanten e. Rekursionsformeln

ger Pg(\) = Pry_c(A) = Prye()). Fran figurerna fas Py _o(A) = A(A—=1)(A—

2)(A — 1)? (sedan triangeln firgats kan de ”hingande” hérnen vardera fa

A — 1 olika farger) och Pg/c(A) = AA = 1)(A = 2)(A = 2). Sa Py()\) =
AA=1DA=2)(A=1)2=(A=2)) = XA =1)(A=2)(A\2 =31+ 3).

Med hogst 5 farger kan grafen fargas pa Py (5) =5-4-3-13 = 780 sitt.

b) Lat X vara méngden av alla tillatna fargningar av G och A; vara méangden

av fargningar dér fargen ”¢” inte anvéinds. Visodker | X N\ (A;UA2U- UA5)|, HJe

som enligt principen om inklusion och exklusion ar | X|— (|A1|+]|A4z2]|+- -+

|A5|) + (|A12‘ + |A13‘ + -+ |A45|) (dar A12 betecknar Al N A2 och mot-

svarande). x(G) = 3 ger ju att |43 N Az N As| etc. = 0. |X| &r antalet sétt att firga med
hogst 5 farger, dvs Pg(5) och p.s.s. |Ai| = -+ = Pg(4) och |Ajs| = --- = Pg(3). Antalen
av de olika termerna &r 1, 5, (3) = 10, sa det sékta antalet &r Pg(5) — 5Pg(4) + 10Pg(3).
c¢) Enligt a) ar Py (5) = 780, Py (4) = 168, Py (3) = 18, sa enligt b) &r antalet sétt att firga
grafen med precis 5 farger 780 — 5 - 168 + 10 - 18 = 120, vilket forstas stAmmer (5 horn
fargas med 5 olika férger, totalt 5! = 120 satt).

Svar: a) Polynomet: A(A — 1)(A — 2)(A2 — 3\ + 3), 780 sitt.

b) Pa Pg(5) — 5.Pg(4) + 1()Pg(3) satt.



