KTH Matematik
B.Ek
Lésningar tentan SF1610(/5B1118) DISKRET MATEMATIK, CL m.fl.,
18 augusti 2010 Tryckfel kan forekomma.
1) Betrakta ekvationerna 15z = a (mod 21) f6r a = 5, 6, 7, 8.
a) (1p) Ange vilken eller vilka av dem som &r 16sbara (med z heltal, forstas).
b) (2p) Finn alla lésningar for den eller en av de 16sbara ekvationerna.

For a =5,7,8 géller 31 (152 — a), sa 21 { (152 — a) och ekvationen saknar 16sningar.

152 =6 (mod 21) < 5z =2 (mod 7), man ser (ev. med Euklides algoritm) att 1 =3-5—2-7, sa
2=5-6—4-7och x =6 &ar en 16sning da a = 6. Eftersom sgd(5,7) = 1 ges alla 16sningar
ave=6+7k, k€ Z.

Svar a: Bara losbar for a = 6, b: Alla 16sningar ges da av x = 6 4+ 7k, k € Z.

2) (3p) 15 kvinnor och 10 mén skall ut och cykla tillsammans. De har 8 damcyklar, 8
herrcyklar och 9 ”unisex-cyklar” att tillga.

Pa hur manga satt kan cyklarna fordelas bland deltagarna om ingen man skall ha en dam-
cykel och ingen kvinna skall ha en herrcykel?

Damcyklarna kan fordelas bland kvinnorna pa (15)s = 17—5,' sétt (antalet injektioner fran en

8-méngd till en 15-méngd) och herrcyklarna bland ménnen pa (10)g = 12—0!! sitt. Sedan kan

unisex-cyklarna fordelas pa 9! sdtt bland de d&nnu cykellésa. Multiplikationsprincipen ger

Svar: De kan férdelas pa 15299 (= 170830394877542400000) siitt.

3) Permutationen « € Sy (gruppen av permutationer av {1,2,...,9}) ges av
a(l)=7, a(2)=5, a(3)=2, a(4)=6, a(5)=9, a(6)=4, a(7)=8, a(8)=1, a(9)=3.

a) (1p) Ange a och a~! pa cykelform.

b) (2p) Finn pa cykelform ett 3 € Sy si att Ba = a1 (dvs a=? = pas—1).

a(1) =7, a(T) =8,... ger a = (178)(2593)(46) och da o~ = (187)(2395)(46) (o *bakiinges").
BaB~t = (BW)B(T)B(8))(B(2)B(5)...)(...). Det blir a=! om man t.ex. later 3(1) =
1,8(7)=8,808) =17, 08(2)=2,6(5)=3,..., s

Svar a: a = (178)(2593)(46), a—! = (187)(2395)(46), b: T.ex. 3 = (35)(78).

4) (3p) Finn alla x € Z7 sa att (viknat i Z;7, forstas) 12216 + 3z = 0.

Tvéa fall. £ = 0 &r tydligen en 16sning. Om z # 0 géller enligt Fermats lilla sats att z'6 =1
i Z17, sé ekvationen blir d& 12 + 32z = 0. 37! = 6 i Z,7, s& enda 16sningen i det fallet &r
r=3"1.(-12)=6-5=13. Svar: Ekvationens alla 16sningar &r x = 0, 13.

5) (3p) Grafen G har kromatiska talet x(G) = n och ar sidan att om en ny kant (dvs en
kant mellan tva horn som inte ar grannar i G) laggs till G, 6kar det kromatiska talet.
Visa att antalet hornfargningar av G med n farger ar n! (dvs Pg(n) = n!).

I en minimal fargning maste varje par av horn som inte ar grannar ha samma férg (annars
skulle samma fargning duga med en kant till). Det finns alltsa n st méngder av hérn som
maste ha samma farg, olik de andras, i minimala fargningar. En minimal fargning innebéar
precis en fordelning av de n fargerna pa dessa, sa det finns n! sadana. Saken &r klar.

6) (4p) Talfoljden {a,}5°, definieras rekursivt av a,4+2 = 5ap+1 — 6a,, n =0,1,2,... och
ag =3, a; = 8. Vi skall visa att a,, =2"+2-3" forn=0,1,2,...

Induktionsbevis (med pastiendet P(n) : an = 2™ 4+ 23" och a4y = 27T 4 2.37+1),

Bas: ag=3=2°+2-3% a; =8 =21 +2.3% (s4 P(0) sant) basen klar.

Steg: Antag att aj = 2¥ +2- 3% och ag; = 28! + 2. 381 (dvs P(k) sant)

DA fas agy2 = 5(2° 1 +2-381) —6(2F +2.3F) = (5.2 - 6)2" +2(5-3 — 6)3" = 282 1 2. gh+2
(sa P(k + 1) sant), steget klart.

Induktionsprincipen ger pastaendet for alla n € N, saken &r klar.




7) (4p) Lat f(z,y,z,w) = Zyw + yZw + Y20 + Tyz + Tyw + zzw + zyZw. Uttryck den
booleska funktionen f(z,y,z,w) pa minimal disjunktiv form, dvs disjunktiv form med
s& fa > och '+’ som mojligt (4ven underforstadda -’ réknas.) 2w

00 01 11 10
Uttrycket for f ger karnaughdiagrammet hérintill.
Genom att, som i fig., tdcka l:orna med sa fa och stora 00 1 ({101
rektanglar som mojligt med sidlangder 1, 2 eller 4, far vi 01 T 11 o
att f(x,y,z,w) ar ekvivalent med =y + Tz + g0 + yzw. Ty
Svar: 1) 0 0 0
Uttrycket blir f(x,y, z,w) = z§ + £Z + gw + yzw. 10 | T 11 111 |

8) 17 stolar star pa rad bredvid varandra.

a) (1p) P4 hur manga séatt kan 13 barn satta sig pa dem (hogst ett barn pa varje)?

b) (1p) Hur manga sétt om tva av dem (Anna och Bo) inte far sitta pa stolar intill varandra?
¢) (2p) Om inga av Anna, Bo och Cecilia far sitta pa stolar intill varandra?

Lat X vara mingden av mojliga placeringar. Da dr | X| = antalet injektioner (olika barn pa
olika stolar) fran en 13-méngd (barnen) till en 17-méngd (stolarna) = (17)13 = 1.

Lat C vara méngden placeringar dir Anna och Bo sitter bredvid varandra. Da ar antalet
dér de inte gor det | X \ C| = |X| —[C|. Men |C| =2+ (16)12 = 21 (2 ordningar mellan
Anna och Bo, de bada ses som ett stort barn av 12, da finns totalt 16 positioner).

Med A, B mingderna placeringar dir Bo och Cecilia respektive Anna och Cecilia sitter
jamte varandra &r antalet dér inga av dem gor det (principen om inklusion och exklusion)
IXN(AuBUC)| = |X|-(|A|+|B|+|C|)+(JANB|+|BNC|+|CNA|)—|AnBNC|. Som
ib)ér |Al=|B|=|C| =2 medan [ANB|=|BNC|=|CNA =2 (15); =22 (om
Cecilia sitter bredvid bade Anna och Bo, sitter de tre i rad med Cecilia i mitten, 2 méjliga
sétt, som ett extra stort barn av 11, totalt 15 positioner) och |[AN BN C| = 0 (om Cecilia
sitter bredvid Anna och Bo, sitter Anna inte bredvid Bo).

Svar : Antalen tillatna placeringar &r a: 17 (= 14820309504000), b: 17! —2 18! (=
10-15! = 13076743680000), c: 27 —6 18 + 615 —0(= 18215 = 9916530624000)

9) Lat G vara en andlig grupp och H, K delgrupper till G. HK = {hk |h € H, k € K}.
a) (2p) Visaatt om |[HN K| =1 &r |HK| = |H| - |K]|.
b) (3p) Visa allmént att |HK| = LHLIK]

Lat H x K vara produktméngden av H och K, {(h,k) | h € H, k € K}. Funktionen
¢: Hx K — HK given av ¢(h, k) = hk &ar en surjektion (definitionen av HK).

Om @(h, k) = (W', k') for h,h' € H, k,k € K, dvs hk = 'k, ir ¥ 'h =Kk ' e HNK,
dvs /' = hg™!, k' = gk for ett ¢ € HN K. Omvént ger alla g € H N K s olika k', ¥’ med
o(h, k) = p(h', k'), sa precis |H N K| olika element i H x K tas av ¢ till varje element i HK
och (multiplikationsprincipen) |[HK|-|H N K|=|H x K| = |H|-|K|. Saken ar klar.

10) Vi kallar en polyeder enkel om grafen av dess hérn och kanter dr isomorf med en plan
graf vars ytor (fasetter) motsvarar polyederns begransningsytor.

Lat defekten (krokningen) i horn j i en polyeder, ;, vara vinkeln som ”fattas” om man
plattar ut hérnet, dvs k; = 2r— (summan av vinklarna vid det hornet, for alla ytor som
mots dér).

Descartes formel sidger att summan av alla hérnens defekter i en enkel polyeder ar 4,
Zj KRj = 4.

a) (1p) Visa Descartes formel da polyedern dr en tetraeder.

b) (4p) Visa formeln i det allménna fallet.

Lat «;; vara vinkeln i sida ¢ vid hérn j (0 om hérn j inte ligger vid sida i). Da é&r
Kj=2m—) agioch Y h; =3 2m—3 3 i =2 =37, > iy = 2mu—) (0 —2)m =
2w(v—e+r) =4m, dar v, e, r ar antalen horn, kanter och ytor, medan n; ar antalet kanter
isida 4. (Vi har anvéint 3; n; = 2¢ och Bulers polyederformel.) ~ b-Saken &r klar (och a foljer ur b).




