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Losning tentamensskrivning i Diskret Matematik for CINTE, CL och
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Examinator: Olof Heden

Hjilpmedel: Inga hjdlpmedel ar tillatna pa tentamensskrivningen.

Betygsgranser: (Totalsumma poéng &r 36p.)
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poéng totalt eller mer ger minst omdomet
poéng totalt eller mer ger minst betyget
poéng totalt eller mer ger minst betyget
poéng totalt eller mer ger minst betyget
poéng totalt eller mer ger minst betyget
poéng totalt eller mer ger minst betyget

>UZJOUH:1

For ett godként resultat krdvs ocksa minst 12 poédng pa del 1.

Generellt galler att for full poang kravs korrekta och vél presenterade resone-

mang.

DELI

Var och en av nedanstaende fem uppgifter pa del I svarar mot en kontroll-
skrivning. Godként resultat pa kontrollskrivning nr i under 2011 ger automa-
tiskt full podng pa uppgift nr i nedan. Att l6sa en uppgift som man pa detta
sétt redan har till godo ger inga extra poéng.

1. (3p) Bestdm samtliga 16sningar till den diofantiska ekvationen

89z + 73y = 2.

Losning: Euklides algoritm ger

= 59 4+ 24
59 = 2.24 4+ 11
24 = 211 4+ 2
1 = 5-2 + 1

varur vi finner att

1=11-5-2=11-5(24—2-11) =11-11-5-24 = 11(59—2-24) —5-24 =

=11-59—27-24=11-59 —27(73 — 59) = 38 - 59 — 27 - 73.



Efter multiplikation med 2 finner vi att
76-59 —54-73 = 2.

P& sedvanligt sétt, eller enligt formel i ldroboken, emedan 59 och 73 ér
relativt prima, far vi

SVAR: £ =76+ 73n och y = —54 — 59n dar n = 0, +1, 42, ...

. (3p) I en klass med 10 flickor och 12 pojkar skall man utse ett klassrad
med fem barn. Hur manga mojligheter finns det for ett sadant klassrad om
det maste finnas med minst en flicka och minst en pojke i klassradet. For
full poéng kravs att svaret ges som ett heltal, men glom ej att motivera
din 16sning.

Lo6sning: Utan kravet att klassradet skall innehalla minst en pojke och

en flicka blir antalet olika klassrad
22\  22-21-20-19-18
5/  1-2:3-4-5

=22-21-19-3=22-133-9

Antalet klassrad utan pojke ar

10 10-9-8-7-6
- 7% " " _98.
(5) 1-2-3-4-5 89
och utan flicka ar
12 12-11-10-9-8
(5)‘ 12345 o

SVAR: 22-133-9—-9-28 —9-88 = 25290
. (3p) Undersok om gruppen G = (Z33 \ {0}, ) dr en cyklisk grupp.
Lo6sning: Antalet element i G dr 12. Varje element i G har en ordning

som delar 12. Vidare ar G cyklisk om det finns ett element av ordning 12
i G. Vi testar om elementet 2 har ordning 12:

22 =441, 22=8+#1, 2'=3#1, 26=12+#1.

Eftersom elementet 2 varken har ordning 1, 2, 3, 4 eller 6 sa maste detta
element ha ordning 12, sa

SVAR: Ja, gruppen ar cyklisk.

. (3p) Ett RSA-krypto har parametrarna n = 91 och e = 29. Dekryptera
meddelandet 3, dvs bestam D(3).



Losning: Vi konstaterar att n = 7 - 13 och alltsa dr parametern m =
(7—1)(13 —1) = 72. For den dekrypterande nyckeln d géller att d-e =1
iringen Z,,. Euklides algoritm ger nu

72 = 3-29 — 15
29 = 215 - 1

och darmed
1=2-15-29=2(3-29-72)—-29=5-29—-2-72.

dvs i ringen Zro géller att 5-19 = 1 och vi har att d = 5. Nu dekrypterar
vi elementet 3:

D(3) =3% (mod 91) = 243 (mod 91) = 61

SVAR: 61.

5. (3p) En sammanhéngade planér graf har totalt nio noder varav fyra noder
med valensen 2, tva noder med valensen 3, en nod med valensen 4 och tva
noder med valensen 5. Vilka méjligheter finns det for antalet omraden
som uppstar vid en plan ritning av grafen, om ytteromradet skall rdknas
med.

Losning: Summan av nodernas valenser &ar
4.242.34+41-442-5=28,

sa antalet kanter i grafen dr 14. Eulers polyederformel ger nu att antalet
omraden r satisfierar
9+7r=14+2,
sa
SVAR: Antalet omraden &ar r = 7.

DEL IT

6. (3p) Bestdm antalet funktioner f fran méngden {1, 2, 3,4, 5,6} till mdngden
{1,2,3,4,5} som ar sadana att |{f(1), f(2), f(3)}| = 3. For full poing
kravs att svaret ges som ett heltal, men glom ej att motivera din 16sning.

Losning: Det finns (g) = 10 olika mojligheter att valja de tre olika ele-
menten till méngden {f(1), f(2), f(3)}. Funktionsvardena f(4), f(5) och
f(6) kan sen viljas godtyckligt bland elementen i méngden {1,2,3,4,5},
dvs pa totalt 53 = 125 olika siitt. Multiplikationsprincipen ger nu

SVAR: 1250 stycken funktioner.



7. (4p) Antag att skogen T har 100 noder varav minst 27 av noderna har
valensen (graden) 3. Bestdm det maximala antalet trad som kan finnas i
denna skog.

Losning: Antag att antalet trad i en skog ar ¢, och att traden ar 77, T,
..., Ty, var och en med v; noder, och darfor med e; = v; — 1 kanter. Givna
indata ger da att

v1 4+ v+ ... +v; =100

och da e; = v; — 1, att
t+€1+€2+...+€t:100,

dvs antalet trad ar
t =100 — |E|,

dar |E| ar antalet kanter i skogen. Sa for att fa sa manga trid som mojligt
sa skall vi minimera antalet kanter i en acyklisk graf dar minst 27 av
noderna har valens 3.

Eftersom
> 6(v) =2|E| (1)
veV
far vi minst antal kanter nar vi har 27 noder med valens 3 och sa fa antal
noder med valens 1 eller 2 som mdjligt (och inga noder med valens storre
an 3).

Varje triad har 16v. Ett trad med fyra noder varav en har valens 3 har tre
16v. Om vi lagger till tva grenar till ett av 16ven sa far vi ett triad med
tva noder med valensen 3 och fyra 16v. Sa antalet 16v 6kar med ett varje
gang vi later ett trid véixa pa detta sitt. Detta ger ett bidrag med 1 till
summan i ekvation T (1), férutom bidraget 3 fran noden med valens 3.
Om vi bara lagger till en gren vid ett 16v sa har vi kvar samma antal 16v
som tidigare men far en nod med valensen 2, vilket adderar 2 till summan
i ekvation (1). Sa for varje trad, det mest ekonomiska séittet, ekonomiskt
i den meningen att anvénda sa fa kanter som mojligt, ar att ldgga till
tva grenar vid varje nod nér tradet vaxer. Ett sa konstruerat trad med k
noder av grad 3 kommer att ha 2 + k 1ov.

Slutsatsen blir att den optimala situationen intrader nér vi har ett trad
med 27 noder med valens 3 och 29 16v. Ett sadant trad har da totalt
27 + 29 = 56 noder. Kvar blir da 44 noder som var och en kan bilda ett
trad.

SVAR: Det kan finnas hogst 45 trad i skogen.
8. (4p) Antag G &r en abelsk grupp, dvs ab = ba for alla element a och

bi G. Lat o(g) beteckna ordningen av elementet g i G. Visa att om
sgd(o(a),o(b)) =1 sa ar o(ab) = mgm(o(a),o(d)).



Losning: Lat

= (a) N (D).
Eftersom H ar en delgrupp till < ) och (b) sa foljer av Langranges sats att
|H| delar |{a)| = o(a), och |H| delar o(b). Eftersom ged(o(a),o(b)) =1
sa maste |H| = 1.
Lat n = o(ab), da géller eftersom ab = ba, att a™b™ = e. Om a™ # e sa
a™ = (b™)~1 vilket ir ett element i bade (a) and (b) och dirmed a™ € H.
Detta innebér att a™ = e och b™ = e eftersom H = {e}.
Vi visar nu att detta innebér att o(a) delar n, och likadant for b.

Omn=~k-o(a)+r,dir 0 <r < o(a), sa

e=qa" = (aa(a))k ca” = ek ca” = aT"
vilket motsiger det faktum att o(a) &r det minsta heltal ¢ sddant att
a' = e, savida inte r = 0. Alltsa, o(a) delar n.

Vi vet nu att bade o(a) och o(b) delar n. Enligt definition av minsta
gemensamma multipel betyder detta att lem(o(a), (b)) delar n.

Eftersom ordningarna av a och b &r relativt prima, sa &r minsta gemen-
samma multipeln av ordningarna av a and b lika med produkten av deras
ordningar. Alltsa,

(ab)lcm(o(a),o(b)) — (ab)a(a)a(b) — (ao(a))a(b) . (bo(b)>o(a) —e.
Sammanfattningsvis: Vi har visat att lem(o(a),o(b)) delar ordningen av

ab, och att (ab)™(@(@)o(®) — ¢ Detta betyder att ordningen av ab #r
den givna.

DEL III

Om du i denna del anvander eller hanvisar till satser fran ldroboken skall
dessa citeras, ej nodvandigvis ordagrant, dar de anvands i 16sningen.

9. For en 1-felsrattande kod C av langd n sa later vi D(C') beteckna méngden
av ord som C inte kan rétta, dvs D(C) bestar av de ord av langd n vars
avstand ar minst tva till alla kodord.

(a) (2p) Lat C vara den 1-felsriattande kod som har nedanstaende matris
som kontrollmatris:

H =

=)

1 0 1 1
0 1 01
1 0 0 1

o O = =

Visa att orden i méngden D(C)
inte ar linjar.

ildar en 1-felsrattande kod, som

Loésning: Se 16sning av uppgift (b) nedan med n = 6 och m = 3.



(b) (3p) Lat C vara en linjar 1-felsrdttande kod av langd n och med
|C] = 2"~™ ord. Gaéller det generellt att om kodens kontrollmatris
har m rader och n = 2™ — 2 kolonner sa kommer orden i méngden
D(C) att utgora en 1-felsrattande kod?

Losning: Lat H beteckna kodens kontrollmatris. Koden C bestar
avdeord x = (x1 X2 ... X;,)sadana att

Hx” =07.

Lat k™ vara den unika kolonn som é&r skild fran nollkolonnen och inte
finns med bland matrisen H:s kolonner. Da géller att méngden D(C)
bestar av de ord y sadana att

Hy! = k7.

Lat y’ vara ett annat ord i D(C'). Vi visar att avstandet mellan y och
y’ ar minst tre, och betraktar for den skull x = y —y’. Multiplicerar
vi med H far vi

H(yT _ y/)T _ kT _ kT _ OT7

varav foljer att x = y—y’ tillhor den 1-felsrdttande koden C. Antalet
ettor i ordet x dr d& minst tre, och darmed skiljer sig orden y och
y’ at i minst tre positioner. Saledes, koden D(C') har minavstad tre
och ar da 1-felsrattande.

10. (5p) Lat S,, beteckna méngden av alla permutationer av elementen i
méngden {1,2,...,n}. Vi later pa sedvanligt sétt S, utgdra en grupp.
Bestdam en formel for antalet delgrupper av ordning p till S,, i de fall da p
ar ett primtal.

Losning: Om p ar ett primtal och H en delgrupp med p element, sa
har alla element utom identiteten en ordning som delar talet p, dvs de har
ordning p och genererar H. Sa har p—1 element av ordning p. Skdrningen
mellan tva delgrupper H och K till en grupp ar ocksa en delgrupp H N K
till bade H och K. Enligt Lagranges sats delar da antalet element i
H N K antalet element p i H, och enda mdjligheten, om H # K, ar
da att HN K = {id.}.

Varje element av ordning p genererar en cyklisk delgrupp med p element,
och varje sddant element tillhor, enligt resonemanget ovan, precis en sadan
delgrupp, med precis p — 1 element av ordning p. Vi sluter att antalet
delgrupper med p element ar lika med antalet element av ordning p delat
med p — 1.

Sa vi bestammer antalet element av ordning p. Ett element av ordning p
i S,, nar p ar ett primtal, ar en produkt av disjunkta cykler av langd p,
samt 1-cykler.



Antalet olika p-cykler man kan skapa med hjilp av elementen i mangden
{z1,22,...,2p} &r (p — 1)!. Eftersom dessutom de olika p-cyklerna i per-
mutationen ir oetiketterade sa blir antalet element av ordning p i S,, lika
med

/ol o
n

Ln/pl 4 n . 1
-y = S

Som vi konstaterade tidigare tillhor varje sadant element precis en del-
grupp med ordning p, och varje delgrupp av ordning p, nar p ar ett prim-
tal, kommer att innehalla precis p — 1 element av ordning p, Saledes far
vi
SVAR:

1 [n/p] 1 nl

p—1 — il pt



