Losningsforslag till
Tentamen 1 5B1121 Matematik baskurs

den 17 oktober 2005 kl 08.00-13.00
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1. Bestam samtliga reella tal x som uppfyller att ] + f <17?
-
Losning: Vi far foljande kedja av ekvivalenser:
2+ 2 2+ 2z 2422 1—2?
<1< —1<0 <= — <0
1—a% — 1 — a2 - 1—22 1—2a2"—
— 2 2
242r—1+=x <0 (x+1) <0
1 — a2 1 — a2

<= 1 < —leller x > 1.
Svar: z < —1 eller z > 1.

1
2. Finn inversen, om den finns, till funktionen f(z) = 5 In(2z + 3).

Losning: Om den finns sa definieras inversen f~! av sambandet y = f(x) <= = =

f~(y). Vi soker alltsa inversen genom att 16sa ekvationen y = Eln(Qx + 3) med

avseende pa x:

e —3
2
Vi ser att inversen existerar och att den ges av f~'(y) = (e?¥ — 3)/2, vilket ocksa
kan skrivas f~!(x) = (e** — 3)/2.
Svar: f~(z) = (e*® — 3)/2

1
yzﬁln(2x+3)<:>2y:ln(2x+3)<:>62y:2x+3(:) = .

3. Beridkna den konstanta termen (den som inte innehaller z) i ut-

1\ 12
vecklingen av |z — ﬁ) . Svaret ska ges pa formen p/q, dir p och
x

g ar heltal.

1\ 12 2 /15 1\ 12k
Losning: Enligt binomialformeln &r (m — 2—333) = kz:% ( i )xk (—2—3:3) . Den

konstanta termen far vi niir 2% /(23)'?7% = 1, dvs niir k = 36 — 3k, dvs nér k = 9.

12 1\° 12\ 1 55
Den konstanta termen blir: (9 )xg (_Q—x?’) = — ( 9 ) »= "3



Svar: —55/2

4. Los ekvationen €% = 1.

Losning: Vi tar logaritmen av bada sidor i ekvationen och 16ser den trigonometriska
ekvation som da uppstar: e°"?* = 1 <= cos2z = 0 <= 22 = 71/2 + nn < z =
/4 + nm /2, n godtyckligt heltal.

Svar: x = w/4 + nw /2, n godtyckligt heltal.

5. Faktorisera polynomet p(r) = 23 + 222 + 62 + 5 sa langt som mojligt
i faktorer med reella koefficienter.

Vi ser att p(—1) = 0 och faktorsatsen ger da att (z + 1) &r en faktor i p(z). Vi utfor
divisionen och far att p(x) = (z+1)(2* 4z +5). Kvadratkomplettering av den andra
faktorn ger att x? + = + 5 = (z + 1/2)% + 19/4 som ér positivt for alla z. Eftersom
den andra faktorn i polynomet alltsa saknar nollstéllen gar det inte att faktorisera
polynomet ytterligare.

Svar: p(z) = (z + 1)(2® + = + 5).

6. Avgor om det dr sant att 7" + 5 Ar jamnt delbart med 6 for alla
positiva heltal n. Bevisa att det &r sant eller bevisa att det &r
falskt.

Det &r sant. Vi anvédnder mateamtisk induktion i beviset. Om n = 1 far vi att
7" +5=7+5 =12 som &r delbart med 6. Antag nu att 7* + 5 dr jimnt delbart
med 6 for nagot visst positivt heltal k. Da #r 771 +5=7-7" +5 = 7(7" + 5) — 30
ocksa delbart med 6 eftersom sista termen uppenbart dr det och parentesen ar det
enligt antagandet. Alltsa foljer med induktion att 7" + 5 &r jamnt delbart med 6 for
alla positiva heltal n.

7. Du far veta att de komplexa talen 2z och w uppfyller att z — w =
z—w och z+w=z+w. Kan du av dessa bada samband dra slut-
satsen att z = w?

Losning: Om z = a + ib och w = ¢ + id for nagra reella tal a, b, c,d, sa dr z —w =
a+ib—c+id och z—w = a — ib — ¢ — id och om dessa ska vara lika sa maste
b+d=—-b—d,dvsb=—d. Och z+w=a+ib+c—idoch z+w=a—1ib+ c+1id,
och om dessa ska vara lika sa maste b = d. Vi far alltsa att b = d och b = —d och
enda mojligheten ar da att b = d = 0. Sa det relationerna séger ar att z och w har



imaginérdel 0, men realdelen far vara vad som helst. Alltsa kan till exempel z = 1
och w = 2.

Svar: Nej.

8. A. Bevisa utgaende fran enhetscirkeln att
cos(u — v) = cosucosv + sinusinv for alla reella tal u,v.

B. Anvind resultatet i uppgift A for att bevisa att cos’zr =
14 cos 2z

5 for alla reella tal x. (B far lisas dven om inte A har losts.)

Losning: A. Se sidan 97 i kursboken Neymark: Matematisk grundkurs. B. Om vi
tar u = x och v = —x i formeln i A far vi att cos2x = cosxcosx — sinxsinx =
2cos? x — 1 dér vi i sista steget anviint den trigonometriska ettan. Det ger direkt att
(cos 2z + 1) /2 = cos? z vilket var vad vi skulle bevisa.



