KTH Matematik
Examinator: Lars Filipsson

Losningsforslag till Tentamen i
5B1121 Matematik baskurs och 5B1143 Matematik 1 del A
for Open och D resp CL den 16 januari 2007 kl 8-13

1.  Hur manga reella nollstéillen har polynomet
plr)=a* — 2 — 42 =22 - 12 7

Losning: Om polynomet har nagra heltalsnollstéllen sa maste heltalen i fraga dela
12. Provning ger att x = —2 och x = 3 &r nollstéllen till polynomet. Faktorsatsen
ger att savil z 4 2 som x — 3 &r faktorer i polynomet. Polynomdivision ger sedan att
p(z) = (z+2)(z — 3)(2?+2) dér den sista faktorn aldrig kan bli noll och féljaktligen
inte heller kan faktoriseras. Polynomet har alltsa tva reella nollstéllen.

Svar: Tva
inh 1.1
2. Lat f(x) = P eh g(y) = =In i Y Avgor om nagon av dessa funk-
coshz 2 1—y
tioner ar invers till den andra. Bestdm ocksa definitionsméngden for g.
(Tips: sinhz = % och coshz = %.)

Losning: Den naturliga logaritmen &r definierad for alla positiva reella tal. Eftersom
(14+y)/(1 —y) ar positivt om och endast om —1 < y < 1 sa &r definitionsméngden
for funktionen g precis {y € R: —1 <y < 1}. Vidare ser vi att virdeméngden for g
ar R. Det &r ocksa latt att se att definitionsméngden for f &r R och virdeméngden
for f ar {y € R: —1 < y < 1}. Nu ar funktionerna varandras inverser precis nir
g(f(x)) =z och f(g(y)) =y for alla rella tal x och alla y s. a. —1 <y < 1. Vi far
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Pa samma sétt fas att f(g(z)) = x. Vi ser att funktionerna &r varandras inverser.

3. Bestdm alla reella tal x som uppfyller villkoren: || < 7/2, tanx > 0

1
och cos (23: — Z) = —
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Losning: Vi borjar med det sista villkoret, cos <2az — Z) = —, som &r uppfyllt om

4 V2
T T
och endast om 2x — i :l:Z + n2m, for nagot heltal n, dvs om och endast om

T T T
r = — + — + nm, med andra ord om och endast om x = — + nx eller x = nm,

dér n far vara vilket heltal som helst. Om nu dessutom |z| < 7/2 sa kan x bara
vara = eller 0. Av dessa bada mojliga val av x dr det bara z = 4 som uppfyller att
tanx > 0.

T
Svar: © = —
var: & = -
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4.  Hur manga l6sningar har ekvationen cosx = i intervallet

—-10<z<107?

Losning: For z = 0 ar ekvationen inte definierad. For 6vriga x sonderfaller 16sningen
itva fall, x > 0 och = < 0.

Fall 1. Om z > 0 dr ekvationen ekvivalent med att cosxz = 1 vilket intraffar nér
xr = n2m, n positivt heltal, men av dessa l6sningar ligger bara x = 27 i det angivna
intervallet. En 16sning i fall 1 alltsa.

Fall 2. Om z < 0 &r ekvationen ekvivalent med att cosx = —1 vilket intraffar néar
x = nm, n udda negativt heltal, och av dessa l6sningar ligger x = —m och x = —37
i det angivna intervallet. Tva losningar i fall 2 alltsa.

Svar: Tre
5.  Finn alla reella tal x som uppfyller olikheten |z| > |22 + 1.

Losning: Vi far dela upp losningen i tre fall.
Fall 1. Om x > 0 sa &r den givna olikheten ekvivalent med att x > 2x + 1 vilket i

sin tur &r evkivalent med att x < —1, vilket dock inte ar tillatet i det aktuella fallet.
Inga 16sningar da x > 0 alltsa.



Fall 2. Om —1/2 <z < 0 sa &r den givna olikheten ekvivalent med att —z > 2z + 1
vilket dr ekvivalent med att 3x < —1 vilket &r samma sak som att x < —1/3.
Losningar i fall tva alltsa alla z s. a. —1/2 <z < —1/3.

Fall 3. Om = < —1/2 sa #r den givna olikheten ekvivalent med att —z > —2z — 1
vilket &r ekvivalent med att > —1 vilket ger oss losningarna —1 < = < —1/2 i
detta fall.

Sammanfattningsvis har vi alltsa att olikheten 16ses av alla reella tal x sadana att
-l<xz<-1/3.

Svar: —1 <z < —1/3.
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6. Avgor vilket som &r storst, Z 2F eller Z(Zk —20) eller Z (k; > .
k=3 k=6 k=0

Losning: Den forsta iir enligt formeln fér en geometrisk summa lika med (1—211)/1—
4—-2-2-1=2040

Den tredje #r enligt binomialsatsen precis lika med (1 + 1)1 = 211 = 2048

Den andra &r enligt formeln for en aritmetisk summa (antalet termer ganger me-
delvérdet av forsta och sista termen) lika med 50 - (—8 4+ 90)/2 = 2050. Vi ser att
denna &r storst.

Svar: Den andra

7. Bestim samtliga komplexa tal z som uppfyller ekvationen 2% = 1.
Skriv lésningarna pa rektanguliar form, dvs pa formen a + b.

Losning: Vi anviinder polir form. Med z = re® far vi 2% = 1 om och endast om
r8e®v = 2™ som Ar uppfyllt om och endast om 7® = 1 och 8v = n27 dér n far vara

vilket heltal som helst. Klart alltsa att

r =1 och

v = nn/4, n heltal.

Losningarna ar alltsa z = e™™/* dér n far vara vilket heltal som helst. Eftersom den

komplexa exponentialfunktionen ar periodisk ger inte alla dessa n olika 16sningar,
utan n =0,1,2,...,7 ger alla l16sningar. Nar de skrivs pa rektanguldr form far vi:

Svar: +1, =i, :I:\/L5 + \/L§



