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1. (3p) Bestdm samtliga heltalslosningar till den diofantiska ekvationen

T2x + 42y = 12.
Lésning: Vi anvéander Euklides algoritm for att finna storsta gemensamma delaren av 72 och
42,

72=1-42+30

42=1-30+12

30=2-12+6

12=2-6

Den storsta gemensamma delaren &r alltsa 6, som dessutom delar hogerledet 12. Det finns
saledes losningar. En 16sning far vi om vi uttrycker 6 som en linjirkombination av 72 och
42:

6=1-30—2-12
=1-30—2-(42—1-30)

=3.30—2-42
=3.(72-42)—2.42
—=3.72-5.42

Berdkningen ger
12=2-6=2(3-72—-5-42) =6-72 — 10 - 42,

som ger l6sningen x = 6 och y = —10. For att fa samtliga l6sningar forkortar vi 72 och 42
med den storsta gemensamma delaren 6 och far 12 och 7. Ur detta foljer att 7-72 = 12 - 42,
sa samtliga losningar ges av ¢ = 6 + 7k och y = —10 — 12k.

2. (4p) Bestdm en ekvation for det plan som innehaller linjen (z.y.z) = (1 + ¢, 3¢t,2¢t) och &r
parallellt med skirningen av planen —x + 2y + z = 0 och x + z = 1. (Koordinatsystemet &r
av ON-typ.)

Losning: Skirningen mellan de tva planen bildar en linje. Bade denna linjes riktningsvek-
tor och den givna linjens riktningsvektor &r parallella med det sckta planet, det vill sdga
vinkelrdta mot planets normal, sa kryssprodukten av dem ger normalen till det stkta planet.

Riktningsvektorn for den givna linjen ér (1,3,2). Riktningsvektorn till den andra linjen far
vi om vi kryssar de bada givna planens normaler:

(-1,2,1) x (1,0,1) = (2,2, —2) = 2(1,1,-1).
Kryssprodukten av de berdknade riktningsvektorerna &r
(2,2,-2) x (1,3,2) = (5,-3,2),
och eftersom (1,0,0) ligger pa den givna linjen och dérmed i planet far vi planets ekvation

5(x—1)—-3y+22=0%< 5z —3y+2z=>5.



3. (3p) Ekvationen 2 — 2% + 23 4 822 — 162+ 8 = 0 har en dubbelrot. Bestim samtliga rétter.

Lésning: Ekvationens rationella rotter kan bara vara +1, +2, +4 och £8. Genom prévning
ser vi att = 1 4r den ndmnda dubbelroten, och division ger

x572z4+x3+8z2716x+8:(x272;1:+1)(x3+8)_

Nollstéllena till 3 + 8 = 23 — 8(cos(7) + isin(n)) dr jimnt férdelade kring origo, med radie
81/3 = 2 och vinklarna g + % Detta ger nollstéllena x = —2 och z =1+ V3.
4. (3p) Berékna 333/25, dér talen #r skrivna i bas 7 och svaret ska ges i samma bas.

Losning: Vi stéller upp i liggande stolen:
12

333125
-25
93
-93
0

Det géller hér att komma ihag att om vi lanar sju till tre sa far vi tio, och drar vi sedan bort
fem sa aterstar fem.

En kontroll av svaret fas ldtt genom att multiplicera 12 med 25.

Den som omvandlar 333 och 25 till bas 10, utfor divisionen, och sedan omvandlar tillbaka
far full pott, liksom den som ”gissar” att losningen blir 12 och sedan bekriftar detta med
multiplikation.

5. (4p)
(a) Fibonaccitalen ér en avbildningen F' : N — N definierad som
F0)=0, F(1)=1, F(n)=F(n—1)+ F(n—2), for n > 2.
Ar denna avbildning injektiv? Ar den surjektiv?
(b) Bestam antalet injektioner fran {0, 1,2} till {6,5,4, 3,2}.
Lésning:
(a) Eftersom F(1) = F(2) sa &r inte avbildingen injektiv. Eftersom inget tal avbildas pa 4

(F(4) = 5 och avbildningen &r viixande) sa #r inte avbildningen surjektiv.

(b) Den forsta méngden har tre element och den senare fem. Nér vi ska avbilda har vi fem
alternativ att avbilda 0 pa, blott fyra aterstar att avbilda 1 pa (eftersom vi inte vill ha
nagon upprepning) och tre alternativ aterstar fér 2. Sammanlagt blir det 54 -3 = 60.

6. (3p) Bestédm samtliga 16sningar till ekvationssystemet

T+ 2y — 3z=4
3z — y + 52 =2
dr + y+ (> —14)z=a+2

Observera att antalet 16sningar beror av a.

Lésning: Vi har ett inhomogent ekvationssystem med tre obekanta och tre ekvationer. For
att fa mer information om losningarna gausseliminerar vi.

1 2 -3 4 1 2 -3 4
3 -1 5 2 |~ 0 =7 14 —-10
4 1 a?2—14|a+2 0 -7 a*>—2|a—14
1 2 -3 4

~1 0 =7 14| —10

0 0 a>-16|a—4



Om a = —4 anger sista raden 0 = —8, sa losningar saknas.

Om a = 4 anger sista raden 0 = 0, vilket alltid stdmmer. Vi har da forlorat en ekvation och
far odndligt manga losningar. Om vi séitter z = ¢ ger de tidigare raderna y = 10/7 + 2¢ och
x=4-2+3t=8/T—t.
Om |a| # 4 har vi en unik 18sning, ndmligen z = 1/(a + 4), y = 10/7 + 2/(a + 4) och
x=8/7T—1/(a+4).

7. (3p) Visa att om vi har fem punkter i en liksidig triangel med sidléingd 1 sa dr avstandet
mellan de tva nirmsta hogst 1/2.

Losning: Dela in triangeln i fyra mindra trianglar enligt figuren. De fyra mindre trianglarna
ar alla liksidiga och har sidlingd 1/2, s om tva punkter hamnar inom samma triangel sa
dr avstandet hogst en halv. Postfacksprincipen ger nu att de fem punkter inte kan fordelas
pa de fyra trianglarna utan att minst tva punkter hamnar inom samma triangel. Darmed &r
pastaendet visat.

8. (3p) Bestdm cosinus av vinklarna i triangeln som gar mellan de tre hornen (3,4,2), (6,2,1)
och (4,1,5).

Lésning: Fran hornet (3,4,2) kan de tva kanterna beskrivas som vektorerna
(6,2,1) — (3,4,2) = (3,-2,-1)

och
(4,1,5) — (3,4,2) = (1,-3,3).

Cosinus av vnkeln mellan dessa kan beriknas med hjilp av skaldrprodukten.

7 (3,-2,-1)-(1,-3,3) 6 6
@izl 13, =2, =DIII(1,-3,3)]  VI4V/19 V266

Pa samma sitt kan de andra vinklarnas cosinus beraknas:

gl

cos(ar) =

cos(8) = (-3,2,1)-(-2,-1,4) 8 8
1=3,2,D[1(=2,-1L,491  Viav2r 76
och
cos(y) = (-1,3,-3)-(2,1,-4) 13 13
||(_173u_3)||H(2a17_4>” \/E\/ﬁ \/@
9. (4p)
(a) Bestdm determinanten av
0001 00
01 00 0O
0000 10
000001
001 0O0O0
1 0 0 0 0 O



10.

(b) Bestdm determinanten av

4 2 7 7

7 1 3 8

A= 2 3 5 1

4 3 9 7

Ledning: Utnyttja att

1 0

-2 0

A 11 |0

-1 0

Losning:

(a) Genom att byta plats pa raderna omvandlar vi matrisen till en enhetsmatris, som har
determinanten 1. Varje radbyte dndrar tecken pa determinanten, och i detta fall gar
det bra med 3 radbyten (eller godtyckligt udda antal stérre dn 3). Determinanten &r
saledes —1.

(b) Eftersom matrisen avbildar en annan vektor #n nollvektorn pa nollvektorn, sa kan inte

matrisen vara inverterbar. Dess determinant ar darfor noll.

(4p) Talet a #r delbart med talet b om det finns nagot heltal k sa att a = bk. Visa, till
exempel med hjilp av induktion, att n3 4+ 3n? + 2n &r delbart med 6 for alla n > 0. Du far
anvinda att n? + 3n dr delbart med 2, vilket Litt inses.

Losning: Vi anvinder induktion. Basfallet utgors av n = 0. Da blir summan 0, vilket &r
delbart med 6, eftersom 0 =6 - 0.

Antag nu att pastaendet #r sant for ett givet n, det vill sdga att det finns ett m sa att
n3 4+ 3n? + 2n = 6m. Vi maste visa att pastaendet dven #r sant fér n + 1. Vi har
(n+1)2+3n+1)2+2n+1)=n*+3n+3n+1+3n*+2n+1) +2n +2
=n®+6n° + 11n + 6
=nd+3n2+2n+3n°>+9n+6
=n*+3n2 +2n+3(n*+3n) +6
=6m+3-2j+6=6(m+j+1).

Dérmed har vi visat att pastaendet géller dven for n 4+ 1. Enligt induktionsprincipen giller
dérmed pastaendet for n > 0.



