Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark.

Tentamen och 16sningsforslag for
5B1127 Matematik H1 for TIMEH1, 05-06—-03.

e Inga hjalpmedel.

e Tillsammans med bonuspoédngen kan man maximalt fa 40 poéang.
Betygsgranser: 16-20 poang ger betyget 3, 21-26 poang ger betyget 4
och 27-40 poang ger betyget 5.

e Losningsforslag: Ga in pa institutionens hemsida www.math.kth.se,
klicka forst pa Grundkurser och sedan pa 5B1127.

1. Berakna storsta gemensamma divisorn till talen 672 och 408, samt skriv
denna divisor som en linjarkombination av 672 och 408. (3p)
Losning: Vi anviander Euklides algoritm pa talen 627 och 408:

672 = 1 - 408 + 264,
408 = 1 - 264 + 144,
264 = 1 - 144 + 120,
144 = 1-120 + 24,
120 = 5-24 + 0,

vilket visar att ged(672,408) = 24. Om vi gar bakldnges i algoritmen
sa ser vi att

24 =144 — 120 = 144 — (264 — 144) = 2 - 144 — 264 = 2 - (408 — 264) — 264
=2-408 —3-264 =2-408 — 3 - (672 —408) =5-408 — 3 - 672.

2. Bestam det antal losningar som ekvationen 8r = 10 har @ Zy4, Zqs
respektive Zig, samt ange de forekommande losningarna. (3p)
Losning: 1 Zq4 ska vi hitta x och y sa att 8x + 14y = 10, eller 4z +
7y = 5. Héar ser man (om nodvandigt med hjilp av Euklides) att
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1 =4-2+7-(—1); multipliceras detta med 5 fas att 4-10+7-(=5) = 5,
sa att (x,y) = (10, —5) &r en losning. For att hitta alla 16sningar lagger
vi till 16sningarna till den homogena ekvationen 4z + 7y = 0 <=
dr = =Ty <= x = Tk och y = —4k for ett godtyckligt heltal k. Sa
xr=1047k,dar k = 0,£1,42,.... Zy4 har 14 olika element, namligen
ekvivalensklasserna [0], [1],...,[13]. Vi ser att vi far 2 16sningar bland
dessa: 10 — 7 € [3] och 10 € [10].

I Z15 ska vi istéllet 16sa 8z + 15y = 10. Euklides algoritm pa 15 och 8
ger

15=1-8+7,
8=1-7T+1,
7T=7-140,

vlket visar att 1 =8 -7 =8—(15—8) = 8-2+415-(—1). Multiplikation
med 10 ger sedan att 8-20+15-(—10) = 10, sa att (z,y) = (20, —10) &r
en 16sning. Den homogena ekvationen 8x + 15y = 0 <= 8xr = —15y
har 16sningen (15k, —8k), Sa den allménna l6sningen till vart problem
blir z = 20 + 15k, dar k = 0,4+1,£2,.... k= —1 ger x = 5 € [5], och
ovriga k:n ger alla samma ekvivalensklass. Sa ekvationen 8x = 10 i Z5
har bara en 16sning.

[ Zq6 ska vi losa 8x + 16y = 10 <= 4z +8y =5, eller 4- (x4 2y) = 5.
Men 5 kan omdjligen skrivas som 4 - (heltal), sa vi inser att det inte
finns nagon 16sning alls.

. Visa att 42" — 1 ar delbart med 15 for alla positiva heltal n. (3p)
Losning: Vi ska alltsa visa att pastaendena

P,: 4 —1=15- (heltal)

ar sanna forn =1,2,3,....

(1) P, siger att 42 — 1 = 16 — 1 = 15 &r ett heltal ganger 15, vilket
uppenbarligen ar sant.

(2) Visa att om P, ar sant (det vill sdga att 4" — 1 = 15 - (heltal)), sd



ar ocksa P, sant, det vill siga, 42"*) — 1 = 15 - (heltal):

42(n+1)_1:42n.42_1:(42”—1+1)-16—1

= (4" —1)-16+16 — 1 = (4** — 1) - 16 + 15 = {enligt P,}
=15 - heltal - 16 + 15 = 15 - (heltal - 16 + 1)
= 15 - (heltal).

(3) P, sant enligt (1) = P, sant enligt (2) = P sant enligt (2) —
..., sa att pastaendet P, ar sant for n =1,2,3,....

4. Lat A vara en mdngd bestaende av n olika element och lat R beteckna
mangden av alla reella tal.

(a)
(b)

Visa att om funktionen f: A — A dr injektiv, sa ar den automa-
tiskt ocksa surjektiv. (1p)

Visa att om funktionen f: A — A ar surjektiv, sa ar den automa-
tiskt ocksa injektiv. (1p)
Losning till (a) och (b): Vi kan betrakta definitionsméngden
A ={ay,as,...,a,}somn stycken brev, malmédngden A = {ay, as,
..., a,} som n stycken postfack, och funktionen f: A — A som
en brevbarare, vilken har till uppgift att placera ut breven i de
olika postfacken.

Att f ar injektiv betyder att olika brev placeras i olika postfack.
Men eftersom det finns lika manga postfack som brev, sa innebar
detta att brevbararen maste lagga ett brev i varje postfack, vilket
i sin tur innebér att varje postfack kommer att innehalla nagot
brev — det vill saga f ar surjektiv.

Att f ar surjektiv innebar att varje postfack innehaller nagot brev.
Men eftersom det finns lika manga postfack som brev innebér
detta att varje postfack bara kan innehalla ett brev, det vill sdga
att olika brev hamnar i olika postfack — sa f ar injektiv.

Skissera grafen av en funktion f: R — R som ar injektiv, men
inte surjektiv. (1p)
Losning: Om en funktion f ar vixande (det vill siga x1 < 9 =
f(z1) < f(x2)), sa &r den uppenbarligen injektiv. Det finns gott
om vaxande funktioner f: R — R som inte ar surjektiva — till
exempel f = e” eller f = arctan .
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(d) Skissera grafen av en funktion f: R — R som dr surjektiv, men
inte injektiv. (1p)
Losning: En funktion f: R — R som &r surjektiv men inte in-
jektiv ar till exempel ett tredjegradspolynom med ett lokalt maxi-
mum som ar strikt positivt och ett lokalt minimum som ar strikt
negativt.

5. Bestam skarningen mellan de tre planen v +y+z =1, 3x —y+ 6z = 2
och 6x 4+ 2y + 9z = 5, samt ge en geometrisk tolkning av denna. (3p)

Losning: Den sokta skarningen ar lika med losningsméngden till ek-
vationssystemet

rT+y+z=1,

3r —y+ 6z =2,

6x + 2y + 9z = 5,

som vi kan skriva som

1 1 1 1
3 -1 6 | 2
6 2 9|5

Genom att till rad 2 lagga till (—3) - (rad 1) och till rad 3 lagga till
(—6) - rad 1, sa far vi

11 1] 1
0 -4 3| -1},
0 —4 3| -1

som ar ekvivalent med

(01 <3 | s):

Genom att till rad 1 ldgga till (—1) - rad 2, sa far vi

(S [

vilket ar ekvivalent med ekvationssystemet

r+0-y+7/4-2=3/4,
0-x+y—3/4-2=1/4,
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eller

x=3/4-T7/4-z,
y=1/4+3/4z.

Hér kan z véiljas godtyckligt — sag att z = 4t, dar —oo < t < c0. Da
fas

(z,y,2) = (3/4 — Tt,1/4 + 3t,4t) = (3/4,1/4,0) + ¢ - (—7,3,4),

det vill séga en rét linje genom punkten (3/4, 1/4,0) och med riktningen
(=7,3,4).

. Bestam nagot varde pa konstanten k som gor att vektorerna
(7,3k —2,—2k) och (2k+5,3k,5k + 3)

blir ortogonala. (3p)

Losning: Vektorerna ar ortogonala <= skalarprodukten &r lika med
0, det vill saga

0=(7,3k —2,—2k) - (2k + 5,3k, 5k + 3)
=7-(2k+5)+ (3k — 2) - 3k + (—2k) - (5k + 3)
= 14k + 35 + 9%k* — 6k — 10k* — 6k = —(k* — 2k — 35),

sa vi far andragradsekvationen k? — 2k — 35 = 0, med l6sningarna

7

kzlimzliG:{

. Bestim ekvationen fér det plan som gar genom punkterna (1,1,0),
(0,1,1) och (1,0,1). (5p)

Losning: Om w ir vektorn som gar fran (1,1,0) till (0,1,1) (det vill
siiga w = (—1,0,1)) och v &r vektorn fran (1,1,0) till (1,0,1) (det vill

siga v = (0, —1,1)), sa blir kryssprodukten « x v en normalvektor till
planet:



Med (1,1, 1) som en normalvektor far vi planets ekvation pa formen

((r,y,2)—(1,1,0))- (1,1,1) =0 <= z—14+y—1+2=0
= vH+y+z=2

. Man kan visa att matriserna

11 2 7 1 9 8 7 79 3 7
1 0 31 0 3 31 5 8 99
A=19 35 561" B=100 26| %C=1 495
01 31 0 0 01 9 8 7 1
ar inverterbara. Berdkna
det(C*AB(B*AC?*)™). (3p)

Losning: Till att borja med ar

C’AB(B*AC?*) ' =C?ABC ?A'B?
och sedan visar produktsatsen att determinanten for detta uttryck ar
(det C)*-det A -det B - (det C) ™2 - (det A)~" - (det B) ™2 = (det B)™".

Eftersom B &r en triangular matris, sa ar dess determinant lika med
produkten av diagonalelementen, det vill sagadet B=1-3-2-1=6.
Den sokta determinanten adr darmed lika med 1/6.

. Lés ekvationen 2*> —9 — 404 = 0. (3p)
Losning: Ansatsen z = a + ib ger den komplexa ekvationen
a> —b*+i-2ab=9+401,
som ar ekvivalent med det reella ekvationssystemet
a? - =9, (1)
2ab = 40. (2)
Ekvation (2) visar att b = 20/a; inséttes detta i (1) sa fas

, 400

@’ —— =9 < (a’)* =9 +400 =0 <~
a

29 [814+1600 9+ /1681
D) 4 - 2 ‘




10.

V1681 ar uppenbarligen nagot storre én 40 — lat oss prova med 41:
412 = (40 +1)2 =40> +2-40- 1+ 1 = 1600 + 80 + 1 = 1681. Vi ser
darmed att

, 9+41 |25
===

a _
—16.

Men eftersom a &r reell, sa ir a? > 0, vilket ger att a? = 25 och a = +5.
Och da blir b = +20/5 = +4. Till slut fas att

z=a+1ib=+£(5+ 47).

Faktorisera fjirdegradspolynomet x* + 1 i en produkt av reella polynom
med sa lag grad som mdojligt. (4p)

Losning: Vi bestammer forst de komplexa rotterna till ekvationen
4
z+1=0:

2t =1 =T — =TT dirn=0,41,4+2+3,...;

n = er roten rg = e't = ,
g 0 \/5

1 ¢ Z-3T7r -1+

n= er roten r; = e'4 = ,
g 1 \/5

2 t S .

n = er roten ro, — e'4 = ,
g 2 \/5
1—2

; Tn
n = 3 ger roten r3 =e"* =

7

och detta ar alla rotterna. Om vi observerar att x3 = Zy och att
To = T, sa kan vi faktorisera z* + 1 som

2 1 = (z—z0)(x—21) (3—22) (—23) = (x—20) (x—21) (2 —T1) (x—Tp).

Genom att multiplicera thop (x —z)(z — Zg) respektive (z—x1)(x — 1)



far vi sedan att

“o1=((-5) - 3) ((-55) - )
((+58)-3) ((+8) + )

={ enligt konjugatregeln }

R (e

=(2% — V2 + 1)(2? + V2 + 1).




