Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark.

Tentamen och 16sningsforslag till
5B1127 Matematik H1 for TIMEH1, 05-08—-26, kl. 8.00-13.00.

e Inga hjalpmedel.

e Tillsammans med bonuspoédngen kan man maxiamlt fa 40 poang.

e Betygsgranser: 16-20 poang ger betyget 3, 21-26 poang ger betyget 4,
och 27-40 poang ger betyget 5.

e Losningsforslag: Ga in pa institutionens hemsida www.math.kth.se,
klicka forst pa Grundkurser, och sedan pa 5B1127.

1. Bestam alla heltalslosningar till foljande ekvationer:

(a) 8z + 9y = 3, (2p)
(b) 84x + 119y = 134. (1p)
Losning;:

(a) Euklides algoritm tillimpad pa talen 9 och 8 ger
90=1-8+1,
8§=8-1+0.

Detta visar att ged(8,9)=1, och harur foljer att 1 kan skrivas som
en linjarkombination av 8 och 9: 1 = —8 + 9. Alltsa fas att

3=(-3)-8+3-9,

vilket betyder att (z,y) = (—3,3) ar en losning. Den homogena
ekvationen 8x 4+ 9y = 0 har uppenbarligen l6sningen (z,y) =
(9k, —8k) dér k € Z. Den allménna lésningen dr summan av
partikularlosningen och den homogena losningen:

r= -3+ 9k,
y =3 — 8k,

dir k = 0,41, 42, ...



(b) I detta fall ger Euklides algoritm att
119 = 1- 84 + 35,

84 =235+ 14,
35=2.14+7,
14=2-7+0,

varfor ged(119,84)=7; nédrmare bestdmt dr 84 = 7- 12 och 119 =
7-17. Men detta visar att 84x + 119y = 134 kan skrivas som
7. (122 + 17y) = 134. Harur foljer det att heltalet 12z + 17y &r
lika med 134/7 = 19 + 1/7, vilket &ar orimligt. Alltsa finns inga
heltalslosningar x och y.

2. Visa att pastaendena
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1 n
P,: =
—~k(k+1) n+1
ar sanna forn =1,2,3,.... (3p)
Losning;:
(1) A7
1 1

vilket dr sant.

1-(1+1) 1+
(2) P, = P,+1? Om vi antar att P, géller, det vill siga

i 1 on
—~k(k+1) n+1

sa foljer det att
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n+l (m+1)n+2) (m+1)n+2)
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n+)(n+2) m+1)(n+2) n+2 (m+1)+1

vilket visar att i sa fall géller P, ocksa.
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(3) (1) och (2) tillsammans med induktionsprincipen visar till slut att
P, géller forn=1,2,3,....

. Berdkna (21)3 genom att anvinda binomialformeln pa hogerledet i
(21)* = (20 + 1)*. (3p)
Losning:

(20 +1)> = (20> +3-(20)*-1+3-20- 12+ 1°
= 8000 + 3 - 400 + 60 + 1 = 8000 4 1200 + 60 + 1 = 9261.

. Lat K vara en kvadrat med sidlingden 10 cm — till exempel
K={(z,y) eR*|0<2<10,0<y <10}

Vi vill placera ut fem punkter 1 K sa att det minsta inbordes avstandet
mellan dessa blir sa stort som maojligt.

Bestam hur stort detta minsta avstand blir, och ange hur punkterna ska
placeras for att realisera detta. (3p)

Losning: Dela in K i fyra lika stora delkvadrater Ky, Ky, K3 och Ky,
dar

K ={(z,y) eR*: 0<x <5 0<y<5},
Ky ={(z,y) eR*: 5<x <10, 0 <y <5},

och sa vidare.

Enligt postfacksprincipen maste 2 av punkterna hamna i samma del-
kvadrat. Maximala avstandet mellan dessa tva ar lika med diagonalens

lingd = 5v/2.
Detta inbordes avstand mellan de fem punkterna realiseras uppenbarli-
gen om man placerar dessa i (0,0), (10,0), (10, 10), (0,10) och (5,5).

. Lat A vara en mdngd som bestar avn element, och lat B vara en mangd
som bestar av m element. Hur manga funktioner f: A — B finns det?
Forklara! (3p)

Losning: f skickar varje element i A till nagot element i B. Sa for
varje a € A finns det m olika virden f(a) att vélja mellan. Eftersom A
innehaller n element finns det darfor m - m---m { n faktorer} = m"
olika funktioner f: A — B.



6.

7.

Berdkna skdrningspunkten mellan linjen (z,y, z) = (4,2,0)+t(3,2,—1)
och planet x +y+4z=1. (3p)

Lo6sning: Pa linjen ar x = 4 + 3t, y = 2 + 2t och z = —t; sétter man
in dessa varden i planets ekvation sa far man

443t+2420 -4t =7 <= t=7T—-4-2=1
=x=7 y=4o0ch z= -1

Det vill sdga, skdrningspunkten ar (7,4, —1).

(a) Forklara varfor det kortaste avstindet d mellan linjen ¥ = ro+tv
och punkten ri ges av
|(;1 — ;0) X ’Ul
d= — : (2p)
v

(b) Anvind formeln ovan for att berdkna det kortaste avstandet fran
linjen (v,y,z) = (3+t,—7 — 2t,t) till origo. (2p)

(c) Bestdm samma avstand genom att uttrycka kvadraten pa avstan-
det mellan origo och en godtycklig punkt pa linjen som en funktion
av t, och sedan soka det minsta vardet av denna funktion.  (2p)

Losning;:

(a) Ytan av den parallellogram som spénns av vektorerna r; — 7 och
v &r dels lika med |(r; — 7¢) X v|, och dels lika med basen ganger
hojden, det vill séga |v] - d. Sa

d-|v|=|(r1 — 7o) x v].
(b) Har ar
— — — gx gy gz
(ri—ro)xv=|[-3 7 0|=(7,3-1)
1 -2 1
S&

|(;1—’I_’:0)X{))| o V49 +9+1 . \/@
v V1+4+1 V6




(c) Om f(t) betecknar kvadraten pa avstandet mellan origo och punk-
ten (3 +1¢,—7—2t,t), sa ar

Ft) = (3482 + (=7 =22 + 2 = 62 + 34t + 58.

Det ar geometriskt uppenbart att denna funktion har ett mini-
mum, men inget maximum. Minimivardet fas genom att satta
derivatan lika med 0:

1
0= f(t) = 12t + 34 <= t:—g
172 1
= minvardet :6-6—72—34-€7+58
_ —1746-58  348-289 59
N 6 - 6 6

8. Berdkna determinanten

1 -1 2 1
1 3 —1 —1
4 1 3 -1 (3p)
1 1 1 -2

Losning: Genom att anvanda elementara radoperationer, utveckling
efter rader och sa vidare finner man att

1 -1 2 1 1 -1 2 1 1 -1 2 1
1 3 -1 -1 (0 4 =3 —2_5'0 4 -3 =2
4 1 3 -1 |0 5 =5 =5 0o 1 -1 -1
-1 1 1 =2 o 0 3 -1 0o 0 3 -1
4 -3 =2 0 1 2
=511 -1 —-1|=5-1 -1 -1
0 3 -1 0 3 -1
=5-(-1)- L2 =—-5-(-1-6)=5-7=35.
3 —1
9. Skriv det komplexa talet
1
(1+14)3



10.

pa formen a + ib, ddr a och b dar reella tal. (3p)
Lésning: Eftersom 14 i = 2%/2 . ¢'™/4 blir

. 1 —1—1 1 1
144 -3 _ 2—3/2 . 6—1371'/4 _ . = —_ 4. <__) .
(1+1) SN AN 1

FEkvationen
4223 46224+8:4+8=0

har bland annat rétterna 2i och —1 + i. Bestdm samtliga rétter! (2p)

Losning: Enligt algebrans fundamentalsats har denna fjardegradsek-
vation 4 rotter, och eftersom koefficienterna &r reella, ar dessa kom-
plexkonjugerade. Sa +2i och —1 + ¢ &r de sokta rotterna.



