Institutionen fér Matematik, KTH,
Olle Stormark.

Tentamen och 16sningsforslag for 5B1127 Matematik H1
for TIMEH1, 06-01—-11, k1. 8.00-13.00

e Inga hjilpmedel.

e Tillsammans med (de hogst 8) bonuspodngen kan man maximalt fa 40
poang.

e Betygsgranser: 16-20 poang ger betyget 3, 21-26 poéng ger betyget 4, och
27-40 poang ger betyget 5.

1. Nar Olle var liten kunde man kopa kolor for 4 ore styck och dpplen for 25
ore styck. En gang kopte Olle kolor och dpplen for 1 krona och 35 ore.
For att lista ut hur manga kolor respektive dpplen som Olle kdpte kan
man losa den Diofantiska ekvationen

4z + 25y = 135,
dar x ar antalet kolor och y &r antalet applen.

(a) Bestam alla heltalslosningar till ovanstaende ekvation. (2p)
Lésning:

1=25-6-4=—135=135-25—135-6-4=4-(—810) +25- 135
= partikulédrlésningen (z,,y,) = (—810,135);
r = 25k,

, dar k € Z,
y = —4k

dr + 25y =0 <= 4o = 25y <— {

—> homogena l6sningen (x,yn) = (25k, —4k)
= allménna lésningen (z,y) = (—810 + 25k, 135 — 4k).

(b) Anvind sedan resultatet i (a) for att bestdmma hur manga kolor
respektive dpplen som Olle kopte. (1p)

Lésning:

x=—810+ 25k > 0 = k > 810/25 => k > 33,
y=135—4k > 0=k < 135/4 => k < 33
— k=33 = (z,y) = (—810 + 25 - 33,135 — 4 - 33) = (15, 3).

2. Betrakta de fem bokstdverna A, A, A, B och B.



(a)

(b)

Pa hur manga olika sétt kan man kombinera dessa till ”ord” bestaen-
de av 5 bokstaver? (1p)

Lésning: Antalet kombinationer ar lika med

5! 31.4.5 4.5

= 10.
312! 3.2 2
Gor en lista 6ver alla dessa kombinationer.
Ledning: Anvand till exempel alfabetisk ordning. (2p)

Lésning: 1 alfabetisk ordning far man féljande kombinationer: AAABB,
AABAB, AABBA, ABAAB, ABABA, ABBAA, BAAAB, BAABA,
BABAA, BBAAA — det vill sdga 10 stycken.

3. Lat A = {aq,...,a,,} vara en mingd bestaende av m element och B =

(b, ..

(a)

., by} en mangd bestaende av n element.

Hur manga olika funktioner f: A — B finns det om m = 17 Ange
alla dessal (1p)

Lésning: f(a1) = by, f(a1) = ba, ..., f(a1) = by, det vill siga n
olika funktioner.

Hur manga olika funktioner f: A — B finns det om m = 27 Ange
alla dessal (1p)

Lésning:
{b1,b1},{b1,b2}, ... {b1,bn},
{f(a1), fla2)t = ¢
{bn, b1}, {bn,b2}, ..., {bn,bn},

det vill siga n - n = n? olika funktioner.

Hur manga olika funktioner f: A — B finns det om m ar godtyckligt?

Férklara! (2p)
Lésning: {f(a1),..., flam} = {bi;, bip,...,b;, } dé&r iy, ..., i Obe-
roende av varandra antar vardena 1, 2, ..., n, vilket ger n™ olika
funktioner.

4. Lat n vara ett positivt heltal och lat z, y vara heltal. Som bekant betyder

att

(a)

x=y (mod n)

x =y + (nagot heltal) - n.
Visa:

1 =y1 (mod n) och z2 =yo (mod n) (2p)
= 1191 = 1192 (mod n).



Losning:

T1=Y1+m1-n, Ty =Y+ ma - n—
z122 = (y1 + man)(y2 + man) = y1y2 + n(yime + yami + miman)
=y1y2 (mod n).

(b) Anvind ovanstaende for att enkelt bestdmma vilken rest som man
far di 68%° divideras med 23. (2p)

Lésning: Ur (a) foljer det omedelbart att x; = y; (mod n) for ¢ =
1,...,m=21Z2...Tm = Y1Y2 ... Ym (mod n). I vart fall fas:
68=3-23—1=-1 (mod 23) =
68% = (=1)** = -1 (mod 23) =
685 = —1 4+ (nagot heltal) - 23 =
68%° = 22 + (heltal) - 23 =

resten vid division av 68%° med 23 ar = 22.

5. Visa att 2" > n? for n = 5,6,7, . ... (3p)
Lésning: Vi ska visa pastdendena P,: 2" > n? dan =5,6,7,....
(1) n=5=25=32>25=>5% = P, ir sant.
(2) Antag att P, dr sant for ett visst n (> 5), det vill siiga 2" > n?. DA

ar

2" (n41)?=2-2"-(n+1)2>2-n —n?—-2n—-1
=n?-2n—-1=(mn-1)%*-2>5-1)2%*-2>0,

sa att dven P,y ar sant.
(3) Induktionsprincipen = Ps, Ps, Py, ... 4r sanna.

6. Forklara varfor det i en grupp om 13 personer maste finnas minst 2 som
ar fodda samma manad. (2p)

Lésning: Postfacksprincipen: 13 brev (= personer) ska utplaceras i 12
postfack (= manader) = nagot fack (det vill sdga nagon manad) maste
da innehalla minst 2 brev (= personer).

7. Bestam inversen till matrisen

1 -2 3
0 1 4 (3p)
1 -3 5



Lésning: Med hjalp av elementéra radoperationer far man

1 =2 3] 100 1 -2 3 1 00
01 4010« [0 1 4 0 1 0] <
1 =35 ] 001 0 -1 2 | -1 0 1
1 0 11 1 20 1 0 11 1 2 0
01 4 0 1 0] « [0 1 4 0o 1 0
00 6 -1 1 1 00 1 ~1/6 1/6 1/6

100 17/6 1/6 —11/6
— [0 1 0 4/6  2/6 —4/6
001 | —-1/6 1/6 1/6

)

vilket visar att inversen ar lika med

17 1 —-11
Sy o2 -4
6\1 1 1

8. Los ekvationssystemet

r—2y+3z =0
y+4z =3 (3p)
r—3y+5z =2

Lésning: Med hjalp av inversen ovan fas

#\ (17 1 -1\ [0\ | [-19
vl=5(4 2 4|3]=5]2
2 -1 1 1/ \2 5

r=-19/6 = —3%,
= qy=-2/6= f%,
_5
9. (a) Hérled en enkel formel for det kortaste avstaendet mellan punkten
(70, Y0, z0) och planet ax + by + cz = d i R3. (2p)
Lésning: Om (x1,y1,21) ar en godtycklig punkt i planet sa fas det
sokta avstandet som beloppet av projektionen av vektorn (zq, yo, 20)
—(z1, 1, 71) pa planets normalvektor (a, b, ¢), det vill sdga avstandet

ar lika med
|[(zo — 21,90 — y1,20 — 21) - (@, b, ¢)|
_lawo 4 byo + cyo — (awy + by + cxq))|
- NN
_laxg 4 bxo + cxo — d|

va? + b + c?




(b) Berikna det kortaste avstandet mellan punkten (2,1,1) och planet
dr + Ty + 4z = 10. (1p)
Lésning: Har ar a® + b2+ c® = 16 + 49 + 16 = 81 = 92, sa avstandet

blir lika med
4-24+7-1+4-1-10

9

Y
9

10. Faktorisera polynomet P(x) = 2% +1 i faktorer av s lag grad som mojligt

(a) dels 6ver de komplexa talen, (2p)
Losning:
23— ] = @D i(2n41)n/3
eim/3 1/2+1iv/3/2
— r = eiﬂ = —1

eom/3 /2 —iV3/2
— 2P+ 1=(z+1)(z—1/2—iV3/2)(x — 1/2+iV3/2).
(b) och dels 6ver de reella talen. (2p)
Lésning:
((x —1/2) —iv3/2)((z — 1/2) +iV3/2) = (x — 1/2)> + 3/4
=2 —x+1/4+3/4=2"—2+1
=+ 1= (r+1)(2? -z +1).



