Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark.

Tenta och 16sningsforslag till 5B1127 Matematik H1
for TIMEH1, 06-05-17, kl. 8.00-13.00

Inga hjalpmedel.

Tillsammans med (de hogst 8) bonuspodngen kan man maximalt fa 40
poang.

Betygsgranser: 16-20 poang ger betyget 3, 21-26 poang ger betyget 4,
och 27-40 poang ger betyget 5.

Kompletteringstentamen den 9:e juni for dem som fatt 14 eller 15 poang
pa tentan. Skicka mail till olles@math.kth.se for mera information.

. Los ekvationen

20z =8 (mod 44)
och ange alla lésningar (mod 44) explicit. (4p)
Losning: 20z = 44 (mod 44) <= finns heltal y sa att 20z = 8+ 44y
<= br—1ly=2. Nuérged(5,11)=1=11-5-2 <= 5-(-2) —
11-(—-1) = 1,sa att 5-(—4) — 11 -(=2) = 2. Alltsa ér z, = —4,
yp = —2 en partikuldrlosning. Den homogena ekvationen 5z — 11y = 0
har l6sningarna x, = 11k, y, = bk for k = 0,£1,+£2,43,.... Alltsa ar

T =a,+xp =—4+11k

den allmanna losningen. k = 1,2, 3,4 ger de fyra losningarna 7, 18, 29
och 40 modulo 44.

. Formulera binomialsatsen och forklara sedan hur denna kan anvindas

for att visa att

()0 ()=
@ _ (Tf) . (Z) ot <—1>”<Z) =0 ()
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Losning: Binomialformeln sager att

(a+0b)" = Z (Z) a" Fur,
k=0
a=b=1geratt2"=(1+1)"=>7,(}),ocha=1,b=—1 ger att
0=0"=(1-1)" =3, (1" (=D" = Zho(=D"(})-
. Forklara hur manga olika foljder som man kan bilda av samtliga bokstd-
ver i ordet ANTENNEN. (2p)

Losning: ANTENNEN innehaller 8 bokstaver, varav N forekommer 4
ganger, E forekommer 2 ganger och 6vriga 1 gang var. Antalet foljder
blir darfor

g 5-6-7-8

= =5-6-7-4=30-28 = 840.
12 5 5-6-7 30 - 28 = 840

. Ar féljande pastiende sant eller inte:

Om 15 personer tillsammans dter 136 kraftor sa maste dat-
minstone nagon dta minst 10 stycken.

Férklara! (2p)

Lo6sning: Anvand ”postfacksidén”: om alla ater hogst 9 kraftor var,
sa gar det at hogst 15-9 = 135 kréaftor, vilket alltsa ar for lite. Saledes
maste ndgon ata minst 10 stycken.

. Visa att pastaendena
P,: 3">d4n®+2"
gdller for n =4,5,6,7,. .. (4p)

Losning: Visa forst att Py géller: 3* = 9-9 = 81, medan 4-42 4+ 2% =
4-16+4-4=064+16 =80, sa att 3* =81 > 80 = 4 - 42 + 24, det vill
saga P, ar sant.

Visa sedan att om P, ar sant, sa ar ocksa P, sant: vansterledet i P,
ar = 3"t =3.3" > { p.g.a. B,} > 3-(4n*+2"), medan hogerledet ar
= 4(n + 1)? 4+ 2" Vi maste alltsa visa att

1202 +3-2" >4n? +8n+4+ 2" dan > 4.



Har ar det klart att 3 -2 > 27! 4 det aterstar att visa att 12n? >
4n? + 8n + 4. Men

120 > 4n? +8n+4 < 8n* —8n >4 <= 8n(n—1) > 4,

vilket uppenbarligen ar sant dan > 4. Sa P, = P, 1.

Till slut: P, géller = P5 galler = F; galler, och sa vidare. Sa P,
galler dan =4,5,6,...

. Betrakta ekvationssystemet

T+y—az =3,
T—ay —z=2,

r—3y—z=2-—a,
dar a ar en parameter.

(a) For vilka vdrden pa a finns det en unik losning, respektive ingen
losning alls, respektive odndligt manga losningar? (3p)
(b) Bestam losningarna for det eller de virden pa a som ger odndligt
manga losningar. (1p)

Losning: Systemet

1 1 —a T 3
1 —a -1 y | = 2
1 -3 -1 z 2—a

har en unik 16sning om och endast om determinanten av koefficientma-
trisen ar skild fran noll. Sa lat oss berakna

1 1 -—a
1 —a —1};
1 -3 -1

adderar man (—1)-(rad 1) till rad 2 respektive rad 3 sa blir determi-

nanten lika med
1 1 —a
0 —a—1 a-—1].
0 —4 a—1
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Utveckling efter forsta kolonnen visar sedan att determinanten ar lika
med

—a—1 a-1
—4 a—1

= (a-1)3 - a).

1-

‘:(—a—l)(a—1)+4(a—1):(a—l)(4—a—1)

Sa determinanten &r # 0 <= a # 1 och a # 3.

Da a =1 fas

1 1 -1 3 1 1 -1 3
1 -1 -1 2] <= |0 =2 0 -1 <=
1 -3 -1 1 0 -4 0 —2
1 1 -1 3
01 0 1/2 <:>((1)(1)_01 ’?ﬁ)‘:)
00 O 0

=t+5/2
r—z=>5/2, v +5/2

= qy=1/2,

y=1/2,

z =1,

dar t ar en godtycklig parameter — det vill sdga oandligt manga 16sning-
ar.

Da a = 3 fas
1 1 =3 3 1 1 -3 3
1 -3 —1 2 — (1 -3 -1 2 1,
1 -3 —1 -1 0 0 0 -3
dar sista raden ar ekvivalent med 0-z+0-y+0-2z = —3 — och saledes

finns ingen 16sning.

Svar till (a): @ = 1 = oédndligt manga l6sningar, a = 3 = ingen
16sning, och for 6vriga a-varden fas unika l6sningar.

Svar till (b): (z,y,2) = (5/2,1/2,0) +t-(1,0,1).

. Lat A och B wvara tnverterbara n X n-matriser. Visa att da har dven
AB en invers, och uttyck denna med hjilp av A™' och B™. (2p)



Losning;:
A B finns = B 'A™! finns =
(B'AHYAB=B'(A'A)B=B 'EB
=B 'B=FE— (AB)'=B'A™"
8. Bestam arean av den triangel i rummet som har sina horn v punkterna
A=(1,3,2), B=(3,1,4) och C=(2,3,5). (3p)
— —
Losning: AB = (2,-2,2), AC =(1,0,3) =
€r €y €,
— —
ABx AC =2 -2 2
1 0 3
— arean =1/2-[AB x AC| =1/2- /36 + 16 + 4 = 1/2- /56 = V/14.

9. Visa att

= (—6,—4,2)

sin 40
sin 6

= 8cos’f — 4 cos 6. (4p)

Losning;:
cos 46 + i sin40 = e’ = () = (cos§ + i sin#)*
= cos? + 4i cos®fsin § — 6 cos*fsin®0 — 4i cos Osin6 + sin?6
— sin4f = imagindrdelen = 4 cos®fsinf — 4 cos fsin®f,
sa att

sin 40

—— = 4c0s’0 — 4cos (1 — cos’d) = 8cos*) — 4 cos .
sin 6

10. Skriv polynomet P(x) = z* + 4 som en produkt av reella polynom av sa
lag grad som mdajligt. (4p)
Losning;:

gh— g g ) g1 in (LA g2) L[5 i G
= +1 4+ (alla kombinationer av + och —) =

' td=(z—-1-i)(z—1+4) (z+1—d)(z+1+1)

=z -1+ 1[(x+1)*+1] = (2 — 2z + 2)(2* + 22 + 2).



