Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark.

Tentamen och 16sningsforslag till 5B1127 Matematik H1
for TIMEH1, 06-08—23, k1. 14.00-19.00

Inga hjalpmedel.

Tillsammans med (de hogst 8) bonuspoéngen kan man maximalt fa 40
poang.

Betygsgranser: 16-20 poang ger betyget 3, 21-26 poang ger betyget 4,
och 27-40 poang ger betyget 5.

Kompletteringstentamen ordnas for dem som fatt 14 eller 15 poédng pa
tentan. Skicka mail till olles@math.kth.se for mera information.

. Bestam alla losningar till ekvationen 12x = 15 i Zsg. (3p)

Losning: 12z = 15 (mod 39) <= finns heltal y sa att 12z = 15 +
39y <= 4x — 13y = 5. Nu ar det klart att 1 = 13 — 3 - 4, sa att
4-(=3)—13-(—1) =1 och dérmed &r 4 - (—15) — 13- (—=5) = 5. Detta
visar att x, = —15, y, = —5 ar en partikularlosning. Den homogena
ekvationen 4x—13y = 0 har l6sningarna =, = 13k, y, = 4k, dar k ar ett
godtyckligt heltal. Sa allménna l6sningen till ekvationen 4x — 13y =5
ges av x = 13k — 15 och y = 4k — 5. Genom att sétta in k = 2, 3,4 fas
sedan alla 16sningarna till 12x = 15 1 Zgg:

z =11, 24, 37.

. Bestim en vektor i R® som har lingden 3 och som dr vinkelrdt mot

vektorerna (—3,1,—1) och (2,0,1). (3p)

Losning: Kryssprodukten av w = (—3,1,—1) och v = (2,0,1) ar
vinkelrat mot w och v. Denna ges av

€x €y €,
uxv=|-3 1 —1]=(1,1,-2),
2 0 1



som har lingden /1 + 1+ 4 = /6. Sa for att fa den ritta lingden 3
multiplicerar vi med 3/v/6 = 1/3/2, och far dirmed l5sningen

/211, -2).
\/g(ﬂ )

. Bestdm alla (kompleza) l6sningar till ekvationen

25 4+162° +64 = 0. (4p)

Losning: Med t = z? fas andragradsekvationen t? 4+ 16t + 64 = 0.
Denna ér ekvivalent med (¢ + 8)% = 0, och har dérfor losningarna

Sa det aterstar att 16sa ekvationen 23 = —8:
3 _g— 93, pill+2n)m 5 — 9. pin/3+i2mn/3
2™ =141iV3,
= 2=(2-e" = -2,

2. e57/3 =1 — /3.

Vi far alltsa de 3 dubbelrétterna 1+ iv/3, —2 och 1 — iv/3.

. Foljande uttryck ar oktalt (alltsa skrivet i talbasen 8). Berdkna summan
och uttryck den 1 talbasen 7.

721+ 71 =7 (3p)

Losning: (721)g+ (71)s = 7-82 +2-71 +1-89+ 7.8 +1.8° =
448416+ 145641 = 522. For att uttrycka 522 i talbasen 7 dividerar
vi upprepade ganger med 7:

522 =774+ 4,
74 =710+ 4,
10=7-1+3,
1=0-7+1.



Sa

522="T7-(7T-10+4)+4=7"-(T+3)+7-4+4
=7 4377447 +4.-7 = (1344),.

. Lat A = {a,b,c,d,e, f,g,h} och B = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Hur
manga injektiva funktioner f: A — B finns det som uppfyller att f(a)+
f(b) =107 (Svaret far ges som en produkt av heltal.) (3p)

Losning: En funktion A — B bestdms genom att valja funktionsvérde
for vart och ett av elementen i A. Den blir injektiv om alla dessa
funktionsvérden &r olika. Vi kan vélja f(a) pa 8 sétt (vi far ndmligen
inte vélja f(a) = 5 eftersom det skulle tvinga f(b) att bli 5, vilket
ar forbjudet da f ska vara injektiv, och vi kan inte vélja f(a) = 10).
Efter valet av f(a) blir f(b) bestdmt till 10 — f(a). Dérefter har vi
8 valmojligheter for f(c), darefter 7 for f(d), och sa vidare, tills vi
kommer till f(h) som kan véljas bland de 3 aterstaende elementen i B.
Sammanlagt finns alltsa

8-8-7-6-5-4-3
olika injektiva funktioner.

. Bestam alla losningar till matrisekvationen
x

3 -2 3 yl=1-3]. (3p)
z

Losning: Med hjalp av Gauss-Jordan elimination ser man att

1 2 1 1 1 01 —1/2

3 =2 3 3] <= [0 1 0 3/4

-2 0 =2 1 0 0O 0
r=-1/2—z,

< qy=3/4,
z = godtycklig.



7. Hur manga olika foljder kan man bilda av samtliga bokstdver i ordet
TENTAMEN om de bada T:na aldrig far sta bredvid varandra? (Svaret
far ges som en produkt av heltal.) (3p)

Losning: TENTAMEN bestar av 8 bokstaver, varav T, E och N
forekommer 2 ganger vardera. Totala antalet foljder som kan bildas

av bokstaverna i TENTAMEN &r darfor
8!

- —_m7

21.21. 21 =

Antalet foljder som innehaller T:na bredvid varandra far vi genom att
betrakta TT som en enda symbol, och betrakta {TT}ENAMEN som
ett "ord” med 7 bokstaver; vi far da

7! 7! I
—— = — stycken.
2! 2! 4

Sa det sokta antalet blir lika med
7!
7!—Z:7-6-5-3-2-(4—1):7-6-5-32-2.

8. Avgor om matrisen (AB)*(BC)3(A + B) dr inverterbar, ddr

1 -1 2 2 1 4 3 -1 0
A=|2 0o -1|,B=|0 1 —-1],c=[4 2 0
—6 3 0 6 -3 0 0 -3 -1

(3p)

Losning: Matrisen saknar invers om och endast om dess determinant
ar lika med noll. Eftersom

3 0 6
A+B=1[2 1 -2
00 O

ger utveckling efter 3:e raden att det(A + B) = 0. Sa enligt produkt-
satsen for determinanter ar

det(AB)*(BC)*(A + B) = det ((AB)*(BC)?) - det(A + B) = 0.

Alltsa ar matrisen inte inverterbar.



9.

10.

Lit w = (2,—1,3) och v = (4,—1,2) vara vektorer i R®. Bestam dels
den ortogonala projektionen av w pa v och dels den komponent av u
som dr ortogonal mot v. (3p)

Losning: Projektionen av u pa v ges av

u-v 8+14+6 5
- 4,-1,2) = 2(4,-1,2).
w2 " Griga b b2 =7(4-12)

Komponenten ortogonal mot v ar lika med

u-v 20 510) 1

=22 ) = 2(—6,-2,11).
77 777 ( ? 7)

v:(2,—1,3)—< -

JoP?

Visa att pastaendena

gdller forn=0,1,2,3,... (4p)
Losning: (1) Vi visar forst att Py géller:

n=0= 0=0 — vilket ar sant.

(2) Sedan visar vi att P, = P,1:

- 1 1
VLiPnH:Zk(k—i-g) +(n+1) (n+1+§> = {enligt P,}
k=0

n(n+1)2
= 1
3 +(n+1) 3 3
1 1
:n;— -(n2+4n+4):%-(n+2)2
1)- 1 1)
_(n+1) ((Z+ )+1D° HLi P,

3n+4_n+1

-(n(n+1)4+3n+4)

(3) Till slut far vi:

(1) = P, sant 2 Py sant 2 P, sant 2 P5 sant 2 :

det vill saga P, galler for n =0,1,2,3,....



