Losningar till tentamen i kurs SB1130 Matematiska metoder I, for S 070531

Del 1
1. Vibestammer inversen:

[0 1 1 100 1 01 010 10 1 010
101 01O0—>0 11 1O0O0—>01 1T 10 0|>
0 1.0 0 0 1 010 0 O0 1 0 0 -1 -1 0 1
100 -1 1 1 -1 1
0 10 0 0 1 :Al{ 0 0 1
10 0 1 1 0 0 -1
0 1 10 1 0 2 1 1 0 3 3
AA" =1 0 1|1 0 1|=|1 2 0|=>44" +247"'=|1 2 2|. Viberdknar
0O 1 Ol1 1 O 1 0 1 3 0 -1
determinanten av denna matris:

0 3 3 |0 0 0 1

1 0
1 2 21=31 2 2/=31 0 2= 3‘3 1‘ =3 # 0. Det betyder att inversen finns.
30 -1 30 -1 31 -1

2. En riktningsvektor for linjen ar (2,3,-2) - (1,-2,3) =(1,5,-5) . En parametrisering av
linjen drda (x,y,z)=(1,-2,3)+¢(1,5,-5) , —o <t <+ . Parametervirdet for
skdrningspunkten fas genom insittning i planets ekvation:
20+1)+3(-2+5t)+4(3—-5t) =—1 =t =3 . Insittning i linjens vektorekvation ger
skdrningspunkten (4,13,-12).

1
3. Implicit derivering ger ———=(3+»')+2x+4yy’=0. Insittning av punkten (0,1)
2\3x+y
ger %(3 +y)+4y=0= »'(0) = —% . Tangentlinjens ekvation blir alltsa
—1——l(x—0):> ——lx+1
g 3 SN

4. Lokala extremvirden kan finnas i kritiska punkter, &ndpunkter eller singulédra
x* =3x—(x+1)(2x-3) B x* +2x-3

X2 (x-3)? T X (x-3)
punkter saknas. Kritiska punkter fas ur x*> +2x—3=0= x =1,-3 . Det ger att

punkter. f'(x)=

. Vi ser att singuldra

x =1 dr kritisk punkt. Andpunkter ir x = % och x=2. Teckenstudium av f"(x)

ger att tecknet dr positivt mellan x = % och x=1 och negativt mellan x = 1 och 2.

Det ger enligt forstaderivatatestet att f har lokala minima i &ndpunkterna och lokalt
maximumi x = 1.
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6. Den homogena ekvationens karakteristiska ekv &r 7> —3r+2=0=> r =1,2. Det ger den
allménna 16sningen till den homogena ekvationen: y, (x) = Ae* + Be** . Som partikulir-
16sning ansitter vi y,(x) = ax’ +bx + ¢ . Denna deriveras tva ginger:

Y ,(x)=2ax+b= y" (x)=2a . Insittning i differentialekvationen ger
2a-3QRax+b)+2(ax’ +bx+c)=x" +1=2ax> + 2b—6a)x +2a-3b+2c=x" +1.
3 9

. 1
Det ger ekvationerna 2a:1,2b—6a:0,2a—3b+2c=1:a=—,b25,c=—:>

=y (x)= l(2x2 + 6x+9). Differentialekvationens allminna 16sning ar alltsa
r 4

y(x)=y,(x)+y,(x)=Ade” + Be™ +i(2x2 +6x+9).

7. Vi partialbrdksuppdelar :
2x°+1 A4 +Bx+C_(A+B)x2+(C—B)x+2A—C
(x-D(x*+2) x-1 x*+2 (x—=D(x*+2)
A+B =2 (1)
1 x+1
-B+C=0 (2)2A:B:C:1:>f(x):_l+ - 5
- +
24 —-C=1 (3) *

jf(x)dxzj(x1_1+
dx 1 X

]1:J'Zd_x:l ——— = —arctan(
X420 20 X V2 V2

NG

. Det ger systemet

. Vi far

X

2

——+ ! )abc=1n|x—1|+11n(x2+2)+1l diir
X“+2 x°+2 2

)+ C darvikan vilja C=0.

Del 2

8. Planets normalvektor (2,1,-1) ar riktningsvektor for normallinjen L genom P och QO .
Normallinjens vektorekv dr da (x,y,z)=(3,1,-1)+#(2,1,-1) , —co<t<+o0. Att L skér

planeti Q gerdd 2(3+2t)+1+t+1+t=6=>1t= —% . Inséttning 1 linjens vektorekv ger



(x,y,2)= (%,%,—%) som alltsé dr koordinaterna for Q . Det sokta avstandet ges da av

72 2| |21 1] e
langden av vektorn mellan P och dvs a 3,-D)—(—,—,—)=l(=,——)|l=—le.
g vV Q dvsav |( ) (3 3 3)H H(3 3 3)H i

9. f ér kontinuerlig och definierad for alla x , dvs dndpunkter saknas.

f,(x):(1—2x)(1+x2)—x(1—x)~2x+ I, 1-x

= . Vi ser att singuldra punkter
(1+x7)7 > Ty samp

1+x

saknas och att den enda kritiska punkten &r x =1 och att f(l) = arctanl = ™ Vidare

1
——1
géller att lirP f(x)= lirP( )lc +arctanx) = -1+ 7 Det storsta virdet r alltsi
o o — +1 2
X

och funktionen kommer godtyckligt nidra vardet —1— z Virdeméngden ges alltsa av

intervallet —l—z,z .
2 4

1 1 1 4x l-x
10. f'ér definierad for ——<x<—. f'(x)=2- 22— =4 >0
2 2 V1-4x? V1-4x? V1-4x?

for —% <x< % dvs f ir striingt vixande och alltsd inverterbar. D(f ') = R(f) .

f(= %) =2arcsin(-1)+0=—-7 och f (%) =2arcsin(l)+0 =7 . D& f &r kontinuer-

lig och viixande pa intervallet fis att D(f ') = R(f) = [— T, 7r] . Allmint géller att
1 1
YE)=—. O)=l< f')=0. ffO)=4=(")YD=-.
(f 7)) 70 AQ) ANQ) 10) (f ) p

11. Ledningen: Vi bildar funktionen

f(x)=In(l+x)-x ,x=20= f'(x) =ﬁ—l <0 ,x>0= f &ravtagande.
Eftersom f(0)=0 géller att f(x)<0 ,x>0 dvs olikheten ar bevisad. Detta ger
att i In(l+ne™ ) <

n=l

0

_n? . . . el e .
Zne " . Eftersom den givna serien ar positiv dr den, enligt
n=1

”Comparison Test”, konvergent om serien 1 olikhetens hogra led ar konvergent.
For att visa det kan man t ex anvénda integraltestet:

% R k
[ xe dx = 1im [ xe ™" dx = lim{_le_xz } = Dim(e" e )= . Di integralen
! R Row| 2 . 2Row 2e



o0
. _n? O es  ee .
ar konvergent &r ocksa serien E ne" konvergent och alltsé dr d&ven den givna
n=l1

serien konvergent.



