Losningar till tentamen i kurserna SF1616 och 5SB1130
Matematiska metoder I, for S 080211
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1. AB =|1 1 {1 0 =|1 2 a| . Determinanten berdknas:
0 a a a 0
O 1 a |01 a {
1 2 4a=|1 1 0O=a =0 . Det betyder att matrisen saknar invers for
a a
0

varje virde pd a .

2. Det sokta planets normalvektor dr ortogonal mot det givna planets normalvektor
(1,1,1) och mot vektorn (4,5,7)-(3,5,5) = (1,0,2) . En normalvektor ges di av

i ok
LL)x(1,0,2)=1 1 1=(2,-1,-1).Ekvationen for det sokta planet dr da
1 0 2

2x —y—z =C . Inséttning av tex punkten (3,5,5) ger C=-4.

3. Vivisar att f édr vixande och ddrmed injektiv (one-to-one) vilket betyder att

2 2 2
inversen existerar: f'(x) = I+4x 2836 + 2 5= 3t 4x2 ~>0 foralla x
(1+4x7) I+4x- (1+4x7)

dvs f ar viaxande.

4, fx)=Q2x-De* +(x* —x—1e* =(x> +x—2)e* =0 ger de kritiska
punkterna x = —2,1. Singulira punkter saknas. Andpunkterna ir x = +3 .
Funktionsvirdena i dessa intressanta punkter ar:
f(3)=1le” | f(-2)=5¢", f(1)=—e, f(3)=5¢’ . Det minsta virdet ir
alltsd - e och det storsta ir 5S¢’ . D4 f #r kontinuerlig pa ett slutet begriinsat
intervall antas dessa virden och alla ddremellan. Det ger R(f) = [— e, 5e3] )

5. Lat a, = =D 12 . Konvergensradien R ges av
n+
n+l
lzlimm = lim 20 n+l_ lim n+l :2:R:l. Serien ir da absolut-
R n—o0 a, n—o p + 2 n n—wo g 4 2

konvergent for —% <x< % och divergent for |x| > % . Andpunkterna studeras:



1 =]
X=——": = m=n+1 — som ar en divergent serie =1
> ;Hl { Zm gent p - serie (p=1).

X=—: Z( D" som dr alternerande. Talf6ljden b ar positiv, monotont
2 oon+l n+1

avtagande och har gransvéardet noll. Serien dr d& konvergent enligt ”Alternating

: L . . 1 1
Series Test”. Potensserien dr alltsa konvergent for ——<x <—.

o T 1 :
6. Vi deriverar implicit map x : —; (2x+y+xy)+2+ y’cosy =0 . Inséttning av
X" +Xxy

punkten ger 2+ y+2+ y'=0= y’=-2. Tangentlinjens ekvation ar d&
y—0=-2(x—-1) dvs y=-2x+2.

I dx x—1 ZI—d =2lim zdu =2 lim[arctanu|| =
X x—l 2udu = dx (u +Du Roody” +1 R

2

=2 lim(arctan R —arctanl) = 2(Z - Z) -
R—© 2 2

Del 2

8. Det homogena problemets karakteristiska ekv &r r° +1=0=r ==i .

Det ger den allméinna 16sningen till den homogena ekvationen:
,(x)=Acosx+ Bsinx .

Vi har resonans” och ansitter som partikuldrldsning
y,(x)=ax+b+ x(ccosx+dsinx) =

Y, (x)=a+ccosx+dsinx+x(—csinx+dcosx) =

Y, () =2d cosx —2csinx —x(ccosx+dsinx) .
Inséttning 1 diffekvationen ger 2d cosx —2csinx+ax+b =4x+10sinx .
Dettager ¢=-5,d=0,a=4,b=0=y, (x) =4x—5xcosx och den allménna
16sningen blir y(x) =y, (x)+ y,(x) = Acosx + Bsinx +4x—5xcosx .

V'(x) =—Asinx + Bcosx+4—5cosx+ Sxsinx . De givna villkoren ger nu

- A+4r+57 =0 A=9rx
{—B+4+5 :2:{3:7
y(x)=97mcosx+Tsinx+4x—5xcosx .

Den sokta 16sningen dr alltsé



9. De sokta viardena maste antas i kritiska punkter, singuldra punkter eller i intervallets
andpunkter. f'(x) fas direkt ur Integralkalkylens Fundamentalsats:

, I-x
= ey
och att singuldra punkter saknas. For att kunna berdkna f(1) och f(2) maéste vi bestimma
f(x) . Vianvinder partialbraksuppdelning:

1-t¢ _ 4 +Bt+C:(A+B)12+(B+C)t+A+C
E+DE”+1) t+1 £ +1 @+ +1)

A+B=0 A=1

B+C=-1=<{B=-1 vilket ger

A+C=1 Cc=0

1
"

Det ger den kritiska punkten x =1. Viser ocksa att f(0)=0

. Ur detta fas systemet

X

f(x) =j£( 2t )dt = [ln(r+1)—lln(12 +l)} = ln()cjtl)—lln(x2 +1) . Ur detta
0 t”+1 2 2

0

fas f(l)=ln2—%ln2:1n\/§ , f(2)=ln3—%ln5:lni. Vi observerar att

NG

VI0>3=42 > 3 > 1. Dé logaritmfunktionen &r vixande fér vi slutligen att det

NG

minsta vardet &r 0 och det storsta ar ln\/E )

10. Lat v och n wvara linjens riktningsvektor respektive planets normalvektor. En
riktningsvektor for den sokta linjen ges dd av u =v — proj.v . Vi avlédser att
v =(3,51) och n=(2,1,-2) vilket ger projektionsvektorn:
v-m)_ 3-2+5-1-1-2 _
n= 2,1,-2)=(2,1,-2) = u =(3,5,1) - (2,1,-2) = (1,4,3) .
o T ey D=L =T 205012 =043
En punkt pa den sokta linjen dr skdrningspunkten mellan den givna linjen och planet.
Parametervirdet for den fas genom insittning av den givna linjen i planets ekvation:
2(4+3t)+5t-2(2+t)-3=0=1t=-1. Det ger punkten (1,-5,-3) . Den sokta
linjen har alltsd ekvationen (x,y,z) = (1,-5,-3)+#(1,4,3) (-0 <t <+o).

proj;v =

. N 1 .
11. Vi har serien Zan dir a, =—+In(l +ﬁ) . Viseratt a>-2. Forattsehur q,
n n

n=2
uppfor sig for stora n — virden Maclaurinutvecklar vi In(1+ x):
L:l—x—i-x2 —...:>ln(1+x)=)c—lx2 +lx3 -, —l<x<1. x=2=
I+x 2 3 n
l+a a° a’
a, = -t
n 2n°  3n

Vi ser att for a > —1 é&r serien s smaningom positiv. For —2 <a <—1 dr densa
sméaningom negativ. I bagge fallen kan konvergenstest for positiva serier anvindas.

o e . o 1 ; . .
For a # —1 jamfor vi med serien E — som ér en divergent p —serie (p = 1) :
n=2 1



al’l

lim—* =limna, = a+1. ”Limit Comparison Test” ger dé att serien ar divergent.

n—>0 n—>0

n

For a =-1 jamfor vi med serien - 2—2 som dr en konvergent p — serie (p=2>1) :
n=2 N

2
. a . a . . . C
lim—"- = —limn’a, = — . “Limit Comparison Test” ger d4 att serien r konvergent.

n—>0 — n 2 n—>0

Serien ér alltsa konvergent endast for a = -1




