Losningar till tentamen i kurserna SF1616 och 5SB1130
Matematiska metoder I, for S 080529

Del 1

1. Viloser systemet:
1 0 2 0 1 0 2 0 1 0 2 0

0 1 1 0|—]|0 1 1 0|—>|0 1 1 0
3 -11 a O 0 —-11 a-6 0 0 0 a+5 O
a =-5 ger odndligt manga losningar: z =—-t = (x,y,z) =t(2,1,-1) .

2. Lat punkterna betecknas 4, B resp C. Vi bildar vektorerna fran A till B
resp fran A till C: (1,1,2)-(2,0,-1) =(-11,3) och (3,1,-2)—-(2,0,-1)=(1,1,-1).

i j ok
En normalvektor till planet ges da av (-1,1,3)x(LL-1)=|-1 1 3|=(-4,2,-2).
1 1 -1

Viviljer n =(2,—L1). Det ger planets ekvation: 2x—y+z = K . Inséttning av
valfri punkt ger K =3 . Vinkeln 8 mellan planets normalvektor och linjen fas
ur skaldrprodukten mellan 7 och linjens riktningsvektor v =(1,1,2):

o @eALD)-AL2)=2-1+2=3
e ||ﬁ||\7|cos<9=\/€\/gcosﬁ=6cose
T 7

mellan planet och linjen ar da z_ 3 = R

:>cos6=%:>9=%. Vinkeln

3. Efter omskrivningen In+1+ x> = %ln(l +x°) fas:

£ = 1 .—(1+x)—(2l—x)+l‘ 2x2: 2—2 - x2:
1+(1—X)z (I+x) 2 1+x (1+x)"+(1—x) 1+x
1+x
=— 12+ xzzx_12:0:>x=1.
1+x 1+x 1+x

4. Den homogena ekvationens karakteristiska ekvation ar
P =2r+2=0=>r=14i= y,(x) =e*(Acosx + Bsin x) . Som partikulérlosning
ansétter vi y,(x) = ae® +bcosx +csin x . Insittning i differentialekvationen ger dé
y, =2y, +2y, =4ae™ —bcosx - csinx —2(2ae** —bsin x + ccosx) +

+2(ae” +bcosx +csinx) = 2ae™ + (b —2c)cosx + (2b+c)sinx = e** +cosx .



2a =1
Urdettafids <b—2c=1=a=
2b+c¢=0

b=

1
g ,C= —g . Den allménna 16sningen &r da

N |~

2x

. 2 .
y(x):yh(x)+yp(x):ex(Acosx+Bsmx)+e +§cosx——smx.

o0

=1 1
5. Det giller att = + . Viutnyttjarnu att e<3,Ilne=1 och
8 ;nzlnn 41n2 nz:;‘nzlnn v

att logaritmfunktionen dr vdxande. Det ger att Inn >1 for n >3 och vi far

| < . .
Z 5 < Z_z som dr en konvergent p —serie (p=2>1). D4 ar den givna
onlnn Sn

serien konvergent enligt ”Comparison Test”.

6. Vi deriverar implicit map x : cos(xy®)-(y* +2xpy")—sin(xy)-(y + xy') = 0 . Inséttning

av punkten ger 0—(1+ % V)=0=y'= _2 . Tangentlinjens ekvation &r d
V4

y—lz—z(x—z):y:—£x+2.
b4 2 7

7. Vi partialbraksuppdelar funktionen:
x+4 A Bx+C_ A(x*+4)+(Bx+C)x _ (A+B)x* +Cx+44

= = . Det ger

x(x*+4) x x’+4 x(x* +4) x(x* +4) s
A+B =0 A=1

systemet C=1={B=-1 Detger

44 =4 C=1
1 X 1
x)dx = | (—-— +
If( ) -[(x x*+4 x*+4
dx

1+(§>2

)dx = In|x| —%m(x2 +4)+ 1 dir
I =

% —arctan% + C . En primitiv funktion till f(x) &r alltsa

F(x)= ln|x| —%ln(x2 +4)+ %arctang darvivalt C=0.



Del 2

8. Viseratt z=1 é&renrot. Division med z— 1 ger faktorn
z> —(2+3i)z—1+3i . Vi soker nollstillena till detta polynom. Kvadratkomplettering ger

2431, 2430, ) 2+3i, 1
z— — —1+3i=0=(z- =——.
( 5 ) —( 5 ) ( 5 ) 1
. 2 2 1
—vi=—2q
w:z—2+3l:x+iy:> x oY 4 M

2xy =0 (2
Ur detta system fas x =0 (y =0 gar ¢j enligt (1) eftersom x &r reellt) . (1) ger da att

; 21:2;3l+i:1+2i

y=*—= w==x—. Detta ger slutligen . De tre rotterna ér
2 2 2430 i :
Z, = > ——=1+i

alltsa z=11+141+2i.

9. Omradets area ges av integralen

2 _he A 7
2]\/4—x2dx:{x_2sme }zSI\/l—sinz9c050d9=8jcosz 040 =
7 A

dx=2cos0d0O

7 {9 sm22¢9}/ T \/_ _4r _3.

=—j(1+cos29)d9 4 S0
2 Y6
10. f'(x) = cosx —xg— sin x) _ cosX +2xs1nx >0 ty cosx >0 pd intervallet och
Cos” X cos” x
sinx <0 , —%<x<0 och sinx >0, 0<x<%. Déa dr f véxande pé inter-
vallet och har alltsd en invers. lim f(x)=-o och lim f(x)=+c. D4 f &r
x—>—5+ x—)z—
kontinuerlig fis D(f ") = R(f) = (—o0,4+) . Allmint giller att
1
(@ =——g—. f0)=0sf7(0)=0. f(0)=1 gerdiatt
f )
1
(SO =——=1.
10



T ®©
11. Integranden &r positiv. Lat 7, > 0 . D4 géller I'(x) = J-tx_le_tdt +J.Z'He_’dt =1, +1,.
0 L
e’ <1 for t+>0 geratt

T T tx Ul Tx Cx TX
I, Sjt"’ldt: lim | +'dt = lim{—} =— —lim—=-"— x>0 dvs I, érkonv.
x
0

c~>0+c >0+ x X >0+ x
o x+l _—t
Vi skriver nu 7, som ——dt. Eftersom lims*'e™ =0 for x>0 existerar T
t 1—>00

T
shatt t*'e” <1 for t>T . L&t T, ovanvaradetta T . Vi far da

© R R
I, < J.ﬂ = lim ﬂ =lim —1 = l - liml = l dvs [, dr konv. Eftersom bade
2 T t2 R—w T tz R—x® t r T R—x© R T 2

I, och I, ar konvergenta dr den givna integralen ocksa konvergent.

c—>0+

R ©
. - : X — R X— — . X _—C : X _—
[(x+1)=lim |t"e 'dt = hm[t' (—e ’)] +x|tedt = limc*e™ —lim R e™ + xI'(x) =
R—)OOO R—x c 0 R—x
c—>0+ ¢ c—0+

= xI['(x)
eftersom de bada gransviardena dr 0 for x> 0.



