Losningar till tentamen i kurs 5SB1131 Matematiska metoder II, for S 050603

Del 1
1 -2 1 1 -2 1 |1 -2 1

1. Avbildningens matris d&r 4 =0 I —-1|=detd=|0 1 -1=|0 1 -1=0.
1 -1 0 1 -1 0 |0 1 -1

dvs T dr ej inverterbar.

2. Vi soker matrisens egenvdrden och egenvektorer:

-4 1 0
-1 2-4 0 :(2—/1)‘__1 2_1‘:(2—/1)(/12—2/1+1):(2—/1)(/1—1)2:>/1:1,1,2.g
-1 1 2-2
Egenvektorerna for det dubbla egenvirdet fas:
-1'1.0 0 1 -1 -1 0 I -1 -1 0
A=1:{-11 0 O0|—>|-1 1 0 O0{—{0 O 1 O0f. Endasten
-1 11 0 0O 0 0 0 0 0 0 O

parameter i I6sningen ger att egenrummets dimension dr 1. Matrisen ar ej diagonaliserbar.

3. Ytan dr nivaytan F' =3 till funktionen F(x,y,z)=x+ xy+ xyz. En normalvektor till
denna yta ges av gradF =(1+ y+ yz,x + xz,xy). I punkten (1,1,1) &r alltsd vektorn
(3,2,1) en normal till det sokta tangentplanet vars ekvation dd 4r 3x+2y+z=C. In-

sattning av punkten ger C = 6. Man kan ocksa 16sa ut z som funktion av x och y och
anvinda formeln for tangentplanets ekvation till en funktionsyta z = f(x, y).

4. Volymen ges av m dxdydz = ”(lf yzdz)dxdy = ”(1 — y?)dxdy. = 1j(l - yz)dylfdx -
R D 0 D 0 0

1 1
:J‘(l—yz)(l—y)dy:j(l—y—y2 +y3)dy:% ve. Hir ar R omradet vars
0 0

volym skall berdknas och D en triangel i xy — planet med horn i punkterna
(0,0) ,(1,0) och (0,1).

oF, OF,
5. F, :x+%+3, F, :§+y+5:>a—2——1:0. Det ger att filtet dr konservativt.
2

Vi kan d& byta vig och véljer den réta linjen mellan punkterna (-2,0) och (-2,-4) :
x=-2 [dx=0 7} 21
= :j(—1+t+5)dt= At +—| =-8.
y=t dy=dt 2,

Man kan ocksé anvédnda potentialen:

d(x,y) = %(x2 +y2) +%xy +3x+5y: ¢(-2,-4)—¢(-2,0) = -8.



6. Kedjeregeln ger Zl =3g+(3x-2y)g"1 , gl =-2g+(3x—-2y)g"a. Insittning
X v

1 den givna ekvationen ger 6g + (6x—4y)-g'-6g+(9x—-6y)g"a =0. Det ger
2+3a)3x-2y)g'=0=>a= —%.

7. Omréadet dr den del av enhetscirkelskivan som befinner sig till hdger om y — axeln. Vi
studerar forst inre punkter:

Zi = y2 -2x=0

6; ger den enda kritiska punkten origo som ej ligger i det inre av omradet.
—= 2xy=0

oy

Vi studerar nu randpunkterna:
P4 y—axeln: Lat g(¢#)= f(0,t) =0, -1t <1.

Pa cirkelbdgen: Lat h(t)= f(t.3V1-t>)=t(1—t*)—t> =t—t> —t>, 0<t<]1.
Urdettafds A'(t)=1-2t-3t> =0=1¢" PR S h(l) _2

3 3 33 27
“Hornpunkterna”: 4(0) =0, h(l) =—1. Sammantaget fés alltsa att minsta

Virdet 4r -1 och storsta virdet ar 2i7

Del 2

8. Vidiagonaliserar 4 : Karakteristiska ekvationen ar

4-1 6
=(A-4)(A+5)+18=24+1-2=0=>1=-2]1. Egenvektorer soks:
-3 -5+
6 6 0 1 1 0 1
A=-2: — = t
-3 -3 0 00 O -1 o _
Viviljer =1 1béda fallen och far
1 2 0 2
= t
0 0 O -1

3 6 0
A=1: -
BN

1 2 . L1 =2 » -2 0 .
P= . Ddar P = =D=P AP= . Ur detta fas
-1 -1 1 1 0 1

1 2| («2) -1 =2 130 258
A=PDP' = A" =pPD’P"' = (=2) 0 = .
-1 -1 0 7] 1 1 ~129 —258



9. Vianvinder Lagranges multiplikatormetod:
Lat f(x,y)=xy°z’ och g(x,y)=x+y+z-30. Vibildar Lagrangefunktionen
L(x,y,A)=xy’z’ + A(x+ y +z—30) och soker de kritiska punkterna till denna:
L =y2’ +4=0
L,=2xyz> +1=0
L,=3xy°z> +1=0
L,=x+y+z-30=0

Ur de tre forsta fis y°z’ =2xyz’ =3xy%z> = y=2x , z=13x.

Insdttning 1 den sista ekvationen ger x+2x+3x=30=>x=5=y=10, z=15.

10. rotF =V xF =
ox oy

yz+e© 2xz+e” z
Den utétriktade enhetsnormalen till cylinderytan S dr (x, y,0). Flodet ges dé av
”(—2)6 —ye”,y+xe”,z) - (x,y,0)dS = ”(—sz —xye” +y° +xye”)dS = {symm} =
N N
2 1
= [[(=2x* + y*)dS = {eylinderkoord, dS = dfdz} = [(sin> 0 —2cos’ 0)d0| dz =
N 0

0

2 YO =7n—-2mr=-r.
2 2

Enklare dr dock att anvidnda divergenssatsen. Vi sluter da ytan med tva enhetscirkelskivor
vid z=0(S,) resp z=1(S,) . Om det inneslutna omradet kallas R fés

” rotF - NdS = ”J‘a’ivroz‘l17 dxdydz . Eftersom divrotF = -2+1+1=0 fas

S+8,+8S, R

” rotF - NdS = — J. I rotF - NdS —J.'[ rotF - NdS . Den forsta integralen till hoger 4r 0 efter-
S S S,

_T(I—COSZG 3 1+cos260
0

som normalen pd bottenplattan dr (0,0,-1) och z=0 pa den ytan. Pa locket &r normalen
(0,0,1) och z=1. Det sokta flodet blir alltsd — j j ds =-r .
S,

11. Symmetri ger att integralen &r 2” '[ xyzdxdydz dar R’ ér tetraedern med spetsen i punkten
I

(0,0,1) ochtriangeln 0<x <1, 0<y<x sombasyta. “Taket” dr planet z=1-x och
vi far
1-x 1 X 1
1—x 1
2\|| xyzdxdydz = 2\| xydxdy | zdz =(|xy|z* |, dxdy = [ x(1—x)*dx| ydy = — | x’ (1 —x)*dx =
fﬂ IDI ! g ) { ! 2 !
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