Losningar till tentamen i kurs SB1131 Matematiska metoder 11, for S 050827

Del 1
1. Det krévs tre linjirt oberoende vektorer. Vi provar med (1,-2,3), (3,2,1) och (1,0,-1):
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-2 2 0/=[0 8 2{=-324+16=-16=0. De valda vektorerna duger alltsa.
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2. Vi soker matrisens egenvirden och egenvektorer. Den karakteristiska ekvationen &r
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naliserar 4 ar da Pz{z J:Dz{ }

=(A-4)A-1D)+2=2-5A+6=0=1=23. Egenvektorerna fas:

Vi viljer ¢=1. En matris som diago-
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3. Riktningsderivatan D_ f =Vf-u ,

mn || =1. Visoker gradientens komponenter:

£ =4 22+ 1 =4 22+ 2 S = 4 N 3
(x+y)” x+2y+3z-5 (x+y)" x+2y+3z-5 (x+y) x+2y+3z-5

I punkten (1,1,1) fis Vf =(0,15). ﬁz(l’i—’D:Dufz(o,l,S)-(lﬁ—’z):m

4. Vianvinder Maclaurinutveckling for att snabbast komma &t derivatorna av ordning 1 och 2:
In(1+¢)=t+0(t*) = p,(x,y) =xy+x” +y* . Detta ir funktionens Maclaurinpolynom.
Vi utldser av detta att  f,(0,0) = £,(0,0) =0 dvs origo &r en kritisk punkt. Vi utldser ocksa
att f£,,(0,0)= £,,(0,00=2, f,,(0,0)=1 . Andraderivatatestet ger dd: 2-2-1>=3>0 .
Eftersom f,,(0,0) > 0 &r origo ett lokalt minimum.

5. Flodet ges av ” (y,—x,z)- NdS dir S ar paraboloidytan och N &r ytans uppétriktade
N

normalvektor. Det giller att NdS = +(—f,,— f,,Ddxdy dir f(x,y)=4-x>—y* . Vi
skall védlja + och fér NdS = (2x,2y,l)dxdy . Det ger integralen



“(y,—x, z)- NdS = ” (x4 —x> —y*)-(2x,2y,))dxdy = ” (4—(x* +y*))dxdy dir

D ir projektionen av S pad xy — planet dvs en cirkelsektor med radien 2 och 6ppnings-
vinkel 45 grader i 1:a kvadranten. Med poléra koordinater blir integralen
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Lat f(x,y)=y> —x ochlat D vara det givna omradet i xy — planet. D4 giller att
arean ges av
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[[NA7+ 17 +1axdy. flz—l,f2:2y:”1/2+4y2dxdy:\/§j.dy [ 1+2y dvay =
:\/Ej'(1+2y2)dy:\/§[y+gy3}l = 2 ae .
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7. Vektorfiltet dr konservativt om ai(

ar konservativt kan vi byta vig mellan punkterna. Enklast dr att vilja den réta linjen

x=t dx =dt L F 21 5
= . Integralen blir da j 2tIn2dt =22 —| =z>In2.
y=2 dy=0 0 2
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Del 2

8. A éar ortogonalt diagonaliserbar om och endast om A4 ar symmetrisk. Det ger a = 2.
Lat P vara den matris som diagonaliserar 4 ortogonalt. Kolumnerna i den &r orto-
normala egenvektorer till 4 . Karakteristisk ekvation ar

5-4 4 2 5-4 4 2

4 5-12 2 |=|0 1-2 21-2/=(A-1)(-A +114-10)=0= A=1,1,10.
2 2 2-4 2 2 2-4
Egenvektorerna soks:



2 2 21 0] |MT7F75 -1 [-1
2 02|00 0 0|={x,=s5s =Xx=| lls+| Ol.
1 0] [0 00 0 |x,= ¢ 0 2

Alla vektorer i det plan som spéanns av de tva vektorerna dr egenvektorer med egenvérde 1 .

Vi konstruerar en vektor i detta plan som &r ortogonal mot (-1,1,0) med hjélp av ortogonal
(_13092) : (_1:190)

-1,L0)|’

projektion: (—1,0,2) — (-LL0) = %(—1,—1,4). Som de tva forsta kolumnerna
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1 matrisen P kan vi da védlja L 1| och L -11.
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3 —1 242 |. Motsvarande diagonalmatris &r

‘

Det ger matrisen P =

3*504\/5
10 0
01 0
0 0 10

V1 undersoker om vektorfaltet ar konservativt:

i ] k
— 0 0 0 —x —-x n
rotF =| — — — =(2ycosz—2ycosz,2e 'z—2¢72,0)=0.
ox oy 0z

ez 2ysinz y’cosz—2e 'z

Det betyder att féltet &r konservativt och alltsa har en potential som vi nu soker:

?:e”‘zz D=>d=——e"22+f(1.2)=>{(2)}=2ysinz=f, = f=y’sinz + g(z) =
X

a¢_ . _ -x _2 2 ’ _ _
E—Zysmz ) g=—e"z> +y’sinz+g(z) = {3)}= g'(2) =0 = g = konst
8¢_ 2 —-X _ -x_2 2 .

a——y cosz—2e 'z (3) ¢=—e "z~ + y~sinz+ konst

iz

r(0)=(10,0) , r (%) = (0,0,1) ger nu linjeintegralens virde ¢(0,0,1)—¢(1,0,0) =—1.



u=x+y
10. Vi byter variabler. Lat <v=x+z . Integralen blir d&

w=y+z
u d(x,y,z) " A , ,
”J-— det| ————— ||dudvdw ddr omradet R" ges av olikheterna
2w d(u,v,w)
Ogugz,lsvsz,1swszochdet{g("’y’2)}= 1 .
(u,v,w) det d(u,v,w)
d(x,y,z)
1 10
det a,v,w) =1 0 1|=-2 vilket ger integralen
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11. Vi anvédnder Lagranges multiplikatormetod. Vi skall extremera avstaindsfunktionen

x> +y? under bivillkoret x* + y* +2z* —1=0. Av beriikningstekniska skil
extremerar vi istillet kvadraten pa avstindsfunktionen och bildar Lagrangefunktionen
L(x,y,z,A) = x? + y2 +z20+ A+ y4 +z* —1). Vi soker dess kritiska punkter:

L, =2x+4x° =0 (1)

L, =2y+44° =0 (2

2= VTR @ Ur(1)fas x=0 eller 4=-— S
L, =2y+44° =0 (3) 2x
Ly=x*+y*+z'-1=0 (4)

Motsvarande fis ur (2) och (3) for variablerna y och z. Det ger tre intressanta fall:
1)x, y, z drallaskilda frain 0 2) Tva av dessa variabler ar skilda frén 0 och den
tredje &r 0  3) En av dessa variabler &r skild frdn O och de tvd ovriga dr 0.
Symmetri ger att inte spelar nagon roll vilka som dr 0 och vilka som ér skilda frén 0 .
Alla mojliga sddana punkter inom ett visst av ovanstdende fall ger samma avstand.

) A=- 12:— 12:— 12:>x2:y2:zz. (4) gerda 3x* =1= x’ !

w2y 2z N
Det ger avstdndet /x* +y° +z° = 3 = 3% )
V3

2) Lattex z=0.Dagiller x> =y°. (4) gerda 2x* =1=x" =

Det ger avstindet /x> +y> +z° = 2 ok
\ V2

3) Lattex y=z=0. (4) gerdd x* =1= x> =1. Det ger avstindet 1.
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Alltsé ar det storsta avstandet 3A och det minsta ar 1.






