Losningar till tentamen i kurs SB1131 Matematiska metoder 11, for S 060117

Del 1

1. Mingden duger som bas om och endast om foljande determinant ar skild frén 0:
11 0

~1 a a/=a*+120 forallareella a. S, = {(1,—1,1),(1,1,1),(0,1,1)} . Vi soker
a 1 1

koefficienter a, b, c sdatt (1,4,2) =a(l,-11)+b(LL1)+c(0,1,1) . Detta ger systemet

110 1 1 10 1 a=-1
-1 11 4|->|0 2 1 5|=b=2
111 2 00 1 1 c= 1

2. Lat A vara T :s standardmatris.Dess kolumner ar 7' (1,0) och 7 (0,1) resp.

4 6
= 4=

Vi soker matrisens egenvirden och egenvektorer. Den karakteristiska ekvationen ar

4-1 6 2
s s FOAAE 8= 1A -2=02 2= 21

Egenvektorerna fas:

6 6 0 1 1 O 1
A=-2: — = t
-3 -3 0 0 0 O -1 ) )
Diér ¢ ar ett reellt tal.
3 6 0 1 2 0 2
A=1: - = t
-3 -6 0 00 O -1

3. Vianvinder kedjeregeln. Lat ¢t =x+2y.

2 2
ox ox dt ox dt 0yox 6‘y dt dt oy dt= 0Oy
2 2
e s GG el de 0 0 dey  d'gd  dg
dt dt oy oy dt Oy dt oy~ Oy dt 6y dt

Detta ger att den givna ekvationens vénsterled blir
2
N S SN SN
dt dt dt dt

=0 och beviset ar klart.




4. Omradet &r slutet och begrinsat och f* ar kontinuerlig dar vilket betyder att ett storsta och
ett minsta virde antas. Det miste ske i en inre punkt eller i en randpunkt. Eftersom
Vf =(2,1) #(0,0) saknas inre kritiska punkter och det maste ske i en randpunkt.

Randen y=4: g(x)=f(x,4)=2x+4 , —2<x<2. Denna funktion dr vixande.
Randen y=x": g(x)= f(x,x’)=2x+x> , —2<x<2. g'(x)=2+2x=0=x=—1.
Denna kritiska punkt ger f=-1. Vi madste ocksa beakta punkterna diar x = £2. Det ger
f=0o0ch f=8.Resultatet dr alltsa att det storsta virdet & 8 och det minsta ar -1 .

5. Enklast &r att anvdnda Greens formel vilket ger att linjeintegralen har samma vérde som

j j (ai (x— 1) —ai(x2 +xp)) dxdy = j j (1-x)dxdy dir D ir den givna triangeln. Vi obser-
D X y D

verar att j J. xdxdy =0 pga omradet dr symmetriskt kring y — axeln och att x dr udda.
D

Det som 4terstar av dubbelintegralen &r da J- j dxdy = arean( D )=1.

D

6. Lt F(x,y,z)=sin(x+y—-2z)+x+2y+6z—-9. Ytan dr da nivaytan =0 och en
normalvektor ges av. VF = (cos(x+y—2z)+1,cos(x+y—2z)+2,—2cos(x+ y —2z) +6).
En normalvektor till tangentplanet i punkten (1,1,1) drda (2,3,4) och en ekvation for
tangentplanet i denna punkt dr 2x +3y + 4z = C. Insittning av tangeringspunkten ger C = 1.

7. Flodet ges av ”(z y,l 1 >)- NdS dir S ir den givna delen av planet z=x+1 och

NdS = i(—a—,—g— ) dxdy. Uppétriktad normal betyder att vi véljer + och far
X oy

NdS = (—1,0,1)dxdy. Lat D vara rektangeln som gesav 0 < x < % , 0<y<1. Flodet
blir da

A |
1 1
”(x-l—ly, ) (L0 dxdy = H( x= L xz)dxdyz!(—x—1+1+x2)dx£dy=
[ 1, }% T
=|—-—x"—x+arctanx| =1-—-——.
2 . 4 32



Del 2

12 16
K = [— 10 70]. Vi vill diagonalisera 4 ortogonalt och sdker egenvirden och egenvektorer.

Lat P vara den matris som diagonaliserar 4 ortogonalt. Kolumnerna i den &r orto-
normala egenvektorer till 4 . Karakteristisk ekvation ar
9-1 12

12 16-4

Normerade egenvektorer soks:
9 12 0 34 0 _ 1—4
A=0: —>P=
12 16 0 0 0
-16 12 0
A=25:
12 -9 0

Viviljer P= 5{4 - 3} = det P = +1 och koordinattransformationen x = Px" dr en

9 12
8. P& matrisform kan ekvationen skrivas x' Ax+ Kx—-75=0 diar A= { } och

= (A-9)(A-16)—144= A(1-25)=0= 1 =0,25..

rotation. Insdttning i matrisekvationen ovan ger

25 0
(Px) APX)+K(Px)-75=0= (X) (P" AP)x+KPx'-75=0. D4 P' 4P = { 0 0}

¥

1{3 -4 L |
och KP=[-10 70]g 4 3 =[50 50] farvimed X'= :
A AR S X’ N2 iy
[x y] o ol +[50 501 |-75=0=(x")" +2x+2y"-3 =0 . Kvadratkomp-
y y

xX=x"+1
lettering ger (x'+1)> +2(y'=2) = 0. Med koordinatbytet { PN som dr en
y=y-

translation fas slutligen (x"')’ +2y'=0= y = —%(x’ ")* dvs kurvan #r en parabel.

9. Divergenssatsen : ﬁf . NdS = J-J‘J-divl7 dxdydz dir K ér det inneslutna omradet.
S K

div(xy+z,y—y>,x+yz)=y+1-2y+y=1. Det gor att flodet ges av K:s volym V.

z=8-x"+

Ytorna skér varandra ldngs kurvan { , Kurvans projektion pd xy — planet

z=x"+3y
fis genom att eliminera z ur systemet vilket ger x° +3y> =8 —x” + »*> dvs en cirkel

med ekvationen x> + y> =4. Lat D vara omradet innanfor denna cirkel. Da giller att
V= H (8 — x>+ > — (x> +3y%))dxdy = 2” (4— (x> + y*))dxdy . Polira koordinater ger

42
V=2 24(4 r )rdr—47z[2r —7} =167.

0



10. Vi byter variabler. Lat {u -y . Det géller att dxdy = det{M} dudv dir
V=Xy u,v)
det d(xy) = ! = ! = ! . x>0= y >0 dvs absolutbeloppet gor
d(u,v) {d@ﬂO} 1 -1 x+y
det| ———
dix,y)| |y ¥

ingen skillnad hir. Lat D’ vara rektangelomrddet 0 <u <1, 1<v<2. Viser att

x' =y =(x+y)x—y)=u(x+y) och x*+y> =u’+2v. Integralen blir da
1

2 1 2 2
”ue”2+2va’udv = Iue“zduj.ezvdv :{le”z} {lezv} = e—(e - -1).
D’ 0 1 2 0 2 1 4

11. Ytan z, = y—2x++/20—3x> —y° ligger helt p4 ena sidan om planet z, = x+2y—13 om
och endast om z, —z, har konstant tecken. Vi bildar dé funktionen

f(x,y)=2z,—z, =3x+y—13-420-3x> —y* som &r definierad for 20-3x’> —y*> >0
och soker stérsta och minsta virdet for den i ellipsskivan 3x° + y* < 20. Sadana viirden

antas eftersom f ar kontinuerlig och ellipsskivan en sluten och begrinsad méngd. Det sker
1 inre punkter eller i randpunkter. Vi studerar forst inre kritiska punkter: De fas ur systemet

I 30+ al )=0

Ox 720 -3x% = y? >

5 = y=x=y=—/20-4y" = y=-2.Det ger punkten
T oe—2L =0

y {20 -3x% — 32
(-2,-2) dar f &r negativ. Pa ellipsskivans rand dr f(x,y) =3x+ y—13 och vi kan anvénda
Lagranges multiplikatormetod. Med L(x, y,A) =3x+ y =13+ A(3x” + y> —20) fis
oL
ox

Z—L =1+24y=0 Ur de bada forsta ekvationerna far vi x = y som i den sista ger

Y

=3+6Ax=0

a—L:3xz+yz—20=O
oA

4x* =20 x =15 . F(=V5,-V5) <0, F(N5,4/5)=3/5+4/5-13<4.3-13<0.
Vi ser alltsé att funktionens storsta och minsta viarden ar negativa vilket visar att ytan
z, ligger helt pd ena sidan om planet.






