Losningar till tentamen i kurs SB1131 Matematiska metoder 11, for S 060821.

Del 1
e, =(1,0,0), e, =(0,1,0), e, =(0,0,)) = T(e,) = (LLD), T(e,)=(0,2,-1),
T(e;)=1(0,-3,0).

1 0 O
2 -3
Avbildningens matrisdrdd 4=|1 2 -3|=detd= ‘ ‘ =3x0=>
1 -1 0
T é&r inverterbar.
2. Vi soker matrisens egenvirden:
1-4 1 1

0 2-4 2 |=(1-4)
0 0 2-2

Egenvektorerna for det dubbla egenvirdet soks:

2-4
2-

2
l‘:(l—ﬂ)(z—i)z —0=>A=1272.

-1 11 0
0 0 2 0] Viserdirekt att det blir en parameter 1 16sningen vilket ger
000 O

att egenrummets dimension ar ett. D4 kan vi inte vélja tre linjért oberoende
egenvektorer vilket gor att matrisen inte dr diagonaliserbar.

3. Viprovar att gd in mot origo langs x — axeln:
2

y=0= lingf(x,O) = lin(}x—2 =1. Vigarin langs linjen y=x:
X—> =0 x
2
lirr(} f(x,x) = ling 2x > =2. Eftersom dessa tva vigar in mot origo ger olika
X—> X—>! X

resultat existerar inte gransvardet.

4. Eftersom funktionen dr kontinuerlig och omrédet &r slutet och begrénsat antas
ett storsta och ett minsta vérde. Detta sker i en kritisk punkt i det inre av omra-
det eller i en randpunkt eftersom singulédra punkter saknas.

fi=6x"=y>=0
{fz =-2xy =0
Randen: y* =9—-x" = h(x)=2x" —x(9-x*)=3x"-9x, -3<x<3. Vi
soker kritiska punkter: 4'(x) =9x° —9 = 0 = x = +1. Detta svarar mot punkterna

(I,J_r\/g ), (—l,i\/§ ) . Intressanta dr ocksd dndpunkterna i definitionsomradet till /4.
Funktionsvérdena i ovan ndmnda punkter &r 0, -6, 6, -54, 54.
Det storsta vardet ar alltsa 54 och det minsta -54.

= (0,0) . Enda intressanta punkten i det inre &r alltsa origo.



5. Kurvan C bestér av tva delar som kan parametriseras enligt

x=t “dx = dt x=t dx =dt
= t:0—>2 resp = t:2— -2 . Detta ger
y=t dy = dt y=t"=2 dy = 2tdt
2 -2
[ +20)dt+ [ =2) +202 @ —2)20)dt = .. =12+ 0 =12.
0 2

o . — e = o . -V
6. Riktningsderivatan gesav D, f =Vf-u dir ||u|| =1. Denna ar storst dd u = v

vl

1 1 13 _(13)
=(———+ye?,——————+xe”) = Vf(1,0)=(—,—) . Detger u =——.
1+ (x+y)? Y 1+ (x+y)? ) 71,0 (2 2) & J10

7. Skérningskurvans projektion pd xy — planet ges av
8—(x*+y)=x>+y> = x* +y° =4 . Omradets projektion pa xy — planet, D , ir
da cirkelskivan x> + y> <4 . Volymen av omradet R berdknas:
8—(x2+y?) 27 2
[[[dxdydz = [[dxdy | dz=2[[(4= (" +y*)dxdy =2 [dO[(4—r*)rdr =167 ve.
R D ¥ +y? D 0 0
Del 2
8.

Funktionen &r ett polynom som sammanfaller med sin Maclaurinutveckling. Eftersom
termer av ordning 1 saknas géller att f,(0,0) = £,(0,0) = 0 . Det betyder att origo dr en
kritisk punkt for alla virden pa @ . Man utldser dven andraderivatornas vérden i origo:
A= £,,(00)=8a , B=f,(0,0)=a’ , C=f,,(0,00=2a.= AC-B*> =a’(16-a’) .
Detta kan naturligtvis dven fas genom derivering pd vanligt sétt. Vi ser nu att
AC—-B*>0 om —4<a<4. Eftersom A4>0for 0<a<4 ger detta ett lokalt min.
Eftersom 4 <0 for -4 <a <0 ger detta ett lokalt max. Om a <-4 eller a >4 fas
inget extremvirde (sadelpunkt) . For a =0 och a =14 gilleratt AC—-B*>=0.Da
ger ovan anvénda test ingen information. Vi studerar da hur f uppfor sig néra origo:
a=-4= f(x,y)=Q2x—-y)* (x-4)<0= £(0,0) i en omgivning av origo=>lokalt max.
a=0= f(x,y)=(4x" + y*)x dvs f vixlar tecken i varje omgivning till origo=> sadelpkt.
a=4= f(x,y)=2x+ y)z(x +4)>0= f(0,0) i en omgivning av origo = lokalt min.



9. Vi sluter ytan S genom att ligga till den plana cirkelskivan S, :x” +y* <11i xy — planet
och kan da anvinda divergenssatsen:
ﬁ F -NdS = ”jdivf dxdydz = ”j (2xy +1- y)dxdydz ={symm} = I”dxdydz =V dir V
S+, R R R

14z-1° 2z

3 3

ar volymen av det inneslutna omradet R som é&r ett halvklot. Vi far V' =

Frén detta maste vi nu dra bort flodet ner genom ytan S, :
2z 1

[[F-Nds =[]’ y,7,x)-(0,0,-1)dS =[[(~x*)dS =~ [cos® O r*rdr =

s, 0

2r
:_ljmd,g:_z
4 2 4

Det sokta flodet ar alltsa 27 _ (- E) = 1z .
3 4 12

10. Vi definierar F(x,y,z,u)=z" +zu—u’ —x och G(x,y,z,u)=2zu+u’ —y . Den givna
F(x,y,z,u)=0
G(x,y,z,u)=0

punkten uppfyller da systemet { . Vi berdknar Jacobimatrisen

4
. Da dess determinant
0(z,u) 2u  2z+42u 2
ar 140 &r existensen av de tva funktionerna klar enligt ”implicita funktionssaten”. De
bada sokta derivatorna kan fas genom implicit derivering map x resp y 1isystemet ovan.
Detta kan goras var for sig eller pa matrisniva:

2z + -2
o(F,G) _ |: z+u z-—2u :| som i den givna punkten ir [

_ & o
o(F,G) O(F,G) o(z,u) -1 0 2z+u  z—=2u | ox Oy 0 0
+ =0= + P .
o(x,y) 0O(z,u) 0(x,y) 0 -1 | 2u 2z+2ujou ou 0 0
ox Oy
e o |
3 4171 0 2 -4
I den givna punkten fas gz gi ={ - [0 J=i{2 3} vilket ger
o oy )
oz 1 ou 3
—=—och —=—.
ox 7 oy 14

11. Det ricker att visa att de bada vektorerna ir linjart oberoende. Lat air +bT (i) =0 .
Viskall visaatt a=b=0. Opereramed T: aT(i)+bT*()=T(0)=0 . Eftersom
T?()=0 och T()#0 gerdetta a=0 . Insittning i den forsta ekvationen ovan ger

bT()=0= b =0 och beviset ir klart.






