
Lösningar till tentamen i kurs 5B1131 Matematiska metoder II, för S  070522. 
 
Del 1 
 
1. Matrisen ges av  [ ] [ ][ ][ ]123 TTTT =   där  

[ ] [ ] 






 −
=







 −
=








=

°°

°°

13
31

2
1

60cos60sin
60sin60cos

,
00
01

21 TT   och  [ ] .
10
01

3 






−
=T    

Vi får  [ ] .
03
01

2
1

00
01

13
31

10
01

2
1








 −
=















 −







−
=T  

 
 
2.   v  är en egenvektor till matrisen  A  om  vvA λ=   där  λ   är en skalär. 
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       Det betyder att alla utom vektorn  (1,3,2)  är egenvektorer till matrisen. Vi ser också 
 att egenvärdena är -1, 1 och 3. Då dessa är olika är matrisen diagonaliserbar. 
             
 
 
3.  Riktningsderivatan i riktningen  u  ges av  uffDu ⋅∇=   där  ),( 21 fff =∇   och 

riktningsvektorn  u  uppfyller  .1=u   θθ coscos fufuf ∇=∇=⋅∇   är som 

störst då vinkeln  θ   mellan  f∇  och  u  är  0  radianer. Då fås  .)2,1()2,1( ffDu ∇=   
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4. Eftersom funktionen är kontinuerlig och området är slutet och begränsat antas 

 ett största och ett minsta värde. Detta sker i en kritisk punkt i det inre av områ- 
det eller i en randpunkt eftersom singulära punkter saknas. 
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 Enda intressanta punkten i det inre är alltså origo. 
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Intressanta är också ändpunkterna i definitionsområdet till  h. 

Funktionsvärdena i ovan nämnda punkter är  .1,
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5.   Greens formel ger  ∫∫∫∫ =
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   6.    Vi uppfattar ytan som nivåytan  0=F   till ytan  .932),,( 222 −++= zyxzyxF    
              En normalvektor till ytan ges av .)2,6,4( zyxF =∇   I punkten  (1,-1,2)  gäller att 
              .)4,6,4( −=∇F Vi kan välja  )2,3,2( −=n  som det sökta planets normalvektor och 
              får  .232 Czyx =+−  Insättning av punkten ger tangentplanets ekvation: 
              .9232 =+− zyx  
 

 
7.    Vektorfältet F  är definierat i hela  R 3  som är enkelt sammanhängande. F  är då 
       konservativt  om och endast om dess Jacobimatris  J  är symmetrisk. 
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 Vi ser att  a  måste vara 1 . 

       φ∇=F  ger systemet  
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 Ur  (1)  får vi 

        .),(cos),,( zyfyzezxyzyx x +−=φ  Detta ger i  (2) :  )(),(2 2
1 zgyzyfyf +=⇒=  

        dvs  .)(cos),,( 2 zgyyzezxyzyx x ++−=φ   Insättning i  (3)  ger   
        .)(2)´( 2 Czzgzzg +=⇒=  Med  C = 0  fås  .cos),,( 22 zyyzezxyzyx x ++−=φ  

    
 
 
 
 

 
 
 
Del 2 

 
8.    Vi använder Lagranges metod och söker minimum av avståndsfunktionens kvadrat (av 
        räknetekniska skäl) under bivillkoret  .3+= xyz  Vi bildar Lagrangefunktionen 
 
        .)3(),,,( 222 +−+++= zxyzyxzyxL λλ  Den eller de punkter som ger det kortaste 
       avståndet finns bland de kritiska punkterna till denna funktion. Vi får systemet 
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 Om  0,0 ≠≠ yx ger  (1)  och  (2)  .22 xyxy ±=⇒=  

 12)1(: −=⇒−=⇒= zxy λ .  (4)  ger då  042 =+x dvs omöjligt. 
 .12)1(: =⇒=⇒−= zxy λ  (4)  ger då  222 ±=⇒= xx . Detta ger punkterna 
 )1,2,2( −  och  .)1,2,2(−  Dessa punkter ger avståndet  .5  
 Om  x = 0  blir  y = 0  och tvärtom.  (4)  ger  då  z = 3  dvs punkten  (0,0,3) . Denna  
 punkt ger avståndet  3 . Det kortaste avståndet är alltså  .5    
         
 

9.   På matrisform kan ekvationen skrivas  08 =++ xKxAx T   där  
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 [ ] .10050=K  Vi vill diagonalisera  A  ortogonalt och söker egenvärden och egenvek- 
 torer. Låt  P  vara den matris som diagonaliserar  A  ortogonalt. Kolumnerna i den är orto- 
 normala egenvektorer till  A  .  Karakteristisk ekvation är   
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   Normerade egenvektore söks: 
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 rotation. Insättning i matrisekvationen ovan ger 
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 Kvadratkomplettering ger  .05)
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 Ytan  S : s ekvation kan skrivas  1
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        med centrum i punkten  (0,0,1) . Endast den del som är ovanför  xy – planet är aktuell. 
 Vi vill använda divergenssatsen och lägger till den cirkelskiva  D  som fås då  z = 0  dvs 
 .0sin33sin33.4 222222 =−+−+−=≤+ zyexzzyexzFdivrotyx zz  Om det 
 inneslutna området kallas  K  får vi enligt divergenssatsen: 
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 På  D  gäller att  z = 0  och att  )1,0,0(ˆ −=N   (utåtriktad normal). Det ger integralen 
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 11.  Låt  )(1),( 22 zxzxfy +−== .  Det ger       

.
)(1

1
)(1

1)()(
2222

22
2

1
2

1
zx

dxdzdxdz
zx

zxdxdzffdS
+−

=+
+−

+
=++=  Detta är projek- 

       tionen av ytelementet på  xz – planet. Ytans projektion är området  D  som i  x – led be- 

       gränsas av cirkelbågarna  21 zx −±=  och i  z – led av linjerna  .
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       Alternativt kan man använda sfäriska koordinater. 
  

 
 

 
          

 
 

 
 
 


