Losningar till tentamen i kurs SB1131 Matematiska metoder 11, for S 070522.
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Matrisen ges av [T]=[T,][T,][1;] dar

1 0 cos60° —sin60 | 1| 1 -3 10
T = P} T = ° .| == h T — ‘
[ 1] {0 0} [ 2] Lin60 cos 60 } zL/g J oC [ 3] { 0 J

w132 T SR

v dr en egenvektor till matrisen 4 om A4Av =Av diar A &r en skalér.

0 0 1 1 1 2 2 0 0
Al|==11|,43|=| 1|#zA43|,41|=11]|,4 3(=3 3]|.
1 1 2 -2 2 1 1 -1 -1

Det betyder att alla utom vektorn (1,3,2) ar egenvektorer till matrisen. Vi ser ocksa
att egenvérdena ér -1, 1 och 3. D4 dessa ér olika dr matrisen diagonaliserbar.

Riktningsderivatan i riktningen u gesav D.f =Vf-u dir Vf =(f,,f,) och

riktningsvektorn u uppfyller ”I/_l” =1. Vf-u-= ||Vf ||||L7||cost9 = ||Vf ||cost9 ar som

storst dd vinkeln @ mellan Vf och u dr 0 radianer. Da fas D_ f (1,2):||Vf (1,2)”.
5 10y

Vf=(- 5, X — -) = Vf(1,2) = (1,-3) . Det storsta virdet r alltsa
X+ y X+ y

(1-3)| =10 .

Eftersom funktionen dr kontinuerlig och omradet ar slutet och begrénsat antas
ett storsta och ett minsta vérde. Detta sker i en kritisk punkt i det inre av omra-
det eller 1 en randpunkt eftersom singulédra punkter saknas.

f1:3y2=0
f,=6xy=0

Randen: y’ =%(1—x2):>h(x)=%x(l—x2)+l, —1<x<1. Visoker kritiska

= (0,0) . Enda intressanta punkten i det inre &r alltsa origo.

, 3 ) 1
punkter: A'(x)=—(1-3x")=0=>x=t—.
2 V3
Intressanta ar ocksd @ndpunkterna i definitionsomrédet till 4.
RS
V3

1 ) 1
Det storsta vardet ar alltsd 1+ — och det minsta 1——

V3 V3

Funktionsvérdena i ovan ndmnda punkter ar 1,1+



5. Greens formel ger ” (ai(x2 +3%) —aix) dxdy =2 ”xdxdy dir omradet D begrin-
D X y D

sas av parabeln y =x” och linjen y =x+6. Dubbelintegralen blir

Zj.xa?xxj[6 dy = 2ix(x+ 6—x)dx=..= 12?5 .

-2 X

6. Viuppfattar ytan som nivdytan F =0 till ytan F(x,y,z)=2x>+3y* +z° -9.
En normalvektor till ytan ges av VF = (4x,6y,2z) . I punkten (1,-1,2) géller att
VF =(4,-6,4) . Vikan vilja n =(2,-3,2) som det sokta planets normalvektor och

fir 2x—-3y+2z =C . Inséttning av punkten ger tangentplanets ekvation:
2x-3y+2z=9.

7. Vektorfiltet F dr definierat i hela R® som ir enkelt ssmmanhiingande. F #r da
konservativt om och endast om dess Jacobimatris J &r symmetrisk.

—yze* cosz—ze' —ysinz-—ye*
J=| cosz—aze" 2 —xsinz—ae" |. Viser att a maste vara 1 .
—ye' —ysinz —e' —xsinz 2 —Xxycosz

¢, = ycosz—yze )
F =V ¢ gersystemet {¢, =xcosz—ze* +2y (2) Ur (1) farvi

¢, =2z—ye' —xysinz (3)
P(x,y,z) = xycosz—yze* + f(y,z) . Dettageri (2): f,=2y= f(y,2)=y" +g(2)
dvs ¢(x,y,z)=xycosz— yze* +y° +g(z). Insittningi (3) ger
g(z)=2z=g(z)=z"+C.Med C=0 fis ¢(x,y,z)=xpcosz—yze* +y’ +z° .

Del 2

8. Vianvénder Lagranges metod och s6ker minimum av avstandsfunktionens kvadrat (av

rdknetekniska skél) under bivillkoret z = xy+3 . Vi bildar Lagrangefunktionen

L(x,y,z,A)=x>+y> + 2> + A(xy — z+3) . Den eller de punkter som ger det kortaste
avstandet finns bland de kritiska punkterna till denna funktion. Vi fir systemet



L =2x+Ay =0 (1)
L,=2y+Ax =0 (2)
L, =2z-4 =0 (3)
L,=xy-z+3=0 (4)
y=x:(D)=>A=-2=z=-1. (4) gerdd x*+4=0 dvs omdjligt.

Om x#0,y#0 ger (1) och 2) y’ =x"= y==x.

y=-x:()=>A1=2=z=1.(4) gerdid x’ :2:>x=i\/§.Dettagerpunkterna
(\/E ,—\/5,1) och (—ﬁ,ﬁ,l) . Dessa punkter ger avstandet NER

Om x=0 blir y=0 och tviartom. (4) ger dd z=3 dvs punkten (0,0,3) . Denna
punkt ger avstdndet 3 . Det kortaste avstindet &r alltsé V5.

7 —-24
9. Pa matrisform kan ekvationen skrivas x’ Ax+ Kx+8=0 dar [ 4 7} och

K = [50 100] . Vivill diagonalisera A ortogonalt och soker egenvédrden och egenvek-

torer. L4t P vara den matris som diagonaliserar 4 ortogonalt. Kolumnerna i den dr orto-
normala egenvektorer till 4 . Karakteristisk ekvation ar
A-T7 24

24 A+7

18 24 0 34 0 _ 1] 4
A=25: — >p=—
24 32 0 0 0 O 5/-3
-32 24 0 4 -3 0 _ 13
A=-25: - —>p=-
24 -18 0 0 0 O 514

D 1| 4
Vi viljer Pzg

=1 -625=0= 1 =425. Normerade egenvektore soks:

4} = det P = +1 och koordinattransformationen x = Px" &r en
rotation. Insdttning 1 matrisekvationen ovan ger

25 0
(Px) A(PX)+K(Px)+8=0= (X) (PTAP)x +KPx+8=0. Da P"AP= { 0 25}

1| 4 3 L. | X
och KP =[50 100]—{ }:[—20 110] far vi med x{ }
5/-3 4 y

. 425 0 x’ x’ "2 2 , ,
[x % ) +[—2O 110] [+8=0=25(x")" —25(y")" —20x+110y+8 =0 .
0 =25y y

Kvadratkomplettering ger (x'— %)2 —(y'- %)2 +5=0. Med koordinatbytet

SR SRR
W5 (5)

=1 dvs kurvan ar

som &r en translation fés slutligen

Yy —y—?

en hyperbel.
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10. rotF = — —  —|=(z-x"e,x+y sinz—yz,3x"e” +3y cosz).
Ox oy 0z
xz—y’cosz x'e’ xyz
. ) x’ y? (z 1)°
Ytan S: s ekvation kan skrivas

=1 dvs den &r en ellipsoid
oy Wer (B

med centrum i1 punkten (0,0,1) . Endast den del som &r ovanfor xy — planet ar aktuell.
Vi vill anvinda divergenssatsen och lagger till den cirkelskiva D som fasda z=0 dvs

x*+y* <4. divrotF = z—3x"¢’ +3y’sinz—z+3x’e’ —3y’sinz =0 . Om det
inneslutna omradet kallas K far vi enligt divergenssatsen:
ﬁ(rotF) NdS = ”J-dlvrothxdydz =0= ”(rotF) NdS = —” (rotF)- - NdS .

S+D

P& D giller att z=0 och att N = (0,0,-1) (utétriktad normal). Det ger integralen

- ”(—x3,x,3x2 +3y7)-(0,0,-1)dxdy = 3_”(x2 + ) dxdy = 3Td¢9j.r2rdr =24r .
D D 0 0

11. Lat y = f(x,z) =~/1— (x> +z%). Det ger

x*+z? dxdz
dS =(f))* +(f,)* +1ldxdz = \/—-i—ldxdz =——--——— Detta ir projek-
\/ 1 1 1_(x2+22) '1_(x2+22)

tionen av ytelementet pd xz — planet. Ytans projektion &r omraddet D somi x — led be-

grinsas av cirkelbdgarna x = #4/1-z> ochi z—led av linjerna z = i% . Vi obser-

veraratt x” +y° =1-z" pad S och far:

Vi
drdz f de 2jdz_2f

-] sl | T

Alternativt kan man anvidnda sfarlska koordmater.



