Losningar till tentamen i kurs SB1131 Matematiska metoder 11, for S 070828.

Del 1

1.

Standardmatrisens kolumner ges av T'(e;) och T'(e,) . L&t T =TT, dir T, ar
spegling i linjen y=x och T, dr spegling 1 x —axeln. Da géller att
I'(e)=T,(T\(e)) =T,(e,) =—e, , T(e,) =T,(T\(e,)) =T,(e;) = ¢ . Det ger

0 1
standardmatrisen { : 0}

Vi soker matrisens egenvarden:
5-4 0 1
1 1-42 0|=G-DAA-D]+1-1-7(A-1)]=-2 +62*> -1224+8 =0.
-7 1 -2
Division med A —2 ger en faktor A° —44+4 =(1-2)*. Matrisen har alltsa
egenvirdet 2 med multiplicitet 3 . Vi soker egenvektorerna:

3 0 I 0 I -1 0 0 1 -1 0 O I -1 0 O
1 -1 0 O0|—>| 3 O I 0|—>|0 3 1 0|—>|0 3 1 O
-7 1 =2 0 -7 1 =2 0 0 -6 -2 0 0 00 O

Vi ser att det blir endast en parameter 1 I6sningen vilket innebér att egenrummets
dimension dr ett. D4 kan vi inte vélja tre linjéart oberoende egenvektorer dvs matrisen ar
inte diagonaliserbar.

Tangentplanets ekv ges av ((x, y,z)—(1,—1,1))- Vf(1,—1,1) = 0 . Gradienten berdknas:
VI, y,z)=Qxy+ 2z, x> +2yz, ¥ +2xz) = VF(1,-11) = (=1,-1,3) . Det ger
x-Ly+Lz-1)-(-1,-1,3)=0=>—x+1-y-14+43z-3=0=>x+y—-3z+3=0.

De kritiska punkterna fas ur systemet
1 8 x’
Y Inséttning i den andra ekvationen ger
X
fo==T5-1=0
y
64

— +1=0=x=-4= y=2. Det ger en kritisk punkt (-4,2) .Vi beréknar andraderivatorna:
x

1 1
fu :g s Jin = —Lz . :2—);. Hesses matris 1 punkten &r ‘1‘ 41, Huvuddiagonal-
x
-— -1
4

determinanternas teckenvéxling dr - + vilket ger maximum.



5. L&t D beteckna triangelskivan.Greens formel ger da
o o 1 1 1 2 !
2 2 (0% g2,y _ 9 2\ _ _ _ pan —
i;xy dx+5x"ydy = J;;[(ax(Sx ¥) o (xy7)) = 8gxydxdy = 8.£xdx£ydy = 8.([x 5 xdx =
1
= 4I(x—x3)dx =.=1.
0
6. Vi ser att omradet utgors av en triangelskiva med horn 1 punkterna (0,0), (7,7) och
(0,7) . Da detta omrade dr bdde x —och y — enkelt kan vi dven skriva integralen som
T sin y T sin -
J ydyjdxzj—y-ydy = [—cosy]0 =2.
o Y 0 o Y
7. Flodet ges av ” (4y,-3x,z+x7)- NdS dir S idr den givna ytan. Det géller att
S
NdS = +(—z,,—z,,1)dxdy = (-6x,-8y,1)dxdy dar det positiva tecknet valts. Lat D vara
enhetscirkelskivan. Flodet ges da av
jj(4y,—3x,3x2 +4y° +x%)-(—6x,~8y,1) dxdy = 4J.J.(x2 +y?)dxdy = {poldra koord} =
D D
2r 1 r4 1
:4Id6’_[r2rdr =8n|— | =2rx.
0 0 4 0
Del 2
8. Eftersom f ir kontinuerlig och omradet dr slutet och begrénsat antas ett storsta och ett

minsta vdrde. Detta sker 1 en kritisk punkt eller en randpunkt eftersom singulira punkter
saknas. Omrédet begrinsas av en ellipsbage och ett linjestycke. Vi studerar forst det inre:

{fl =y=0
f,=x=0
y=7 fas g(x)=f(x,7)=7x, —2<x<2. g saknar kritiska punkter. Randpunkterna
ger g(-2)=-14, g(2) =14 . Kritiska punkter pa ellipsen fés t ex med hjélp av
Lagranges multiplikatormetod: Lat L(x,y,A) = xy+ A(x> +4y*> —100) . Vi far systemet

L =y+2x =0 ()

L, =x+84y =0 (2) Ur (1) och (2) fésﬂz—%:—észzﬁzz.

Ly =x"+4y>-200=0 (3)

= (0,0) som inte &r en inre punkt. Vi studerar sedan randen: P4 linjestycket



Insdttning i (3) ger x> =100= x =+10= y =+5. Detta ger punkter som dock inte
ligger pa vér” del av ellipsen. Det storsta vardet &r alltsd 14 och det minsta dr -14 .

9. Den dvre delen av konen (didr z >0) #r funktionsytan z = f(x,y) =+/x" +° .
Projektionen pa xy - planet av ytstycket i fraga &r det obegridnsade omréadet

1 : .
0<x<—, x>3. Arean ges dé av den generaliserade integralen
x

1 |}

X

Idx Jj%(fl)z +(f2)? +1dy=Idx f\/(ﬁVA—xj’Tyz
. Vo ) ]
:Idxjﬁdy:ﬁjj—fzﬁlim{—l} :\/E(%_m%):g,

) +1dy =

R— X

10. Lat F(x,y,z)=2xyz—z> . Detta ger
oF ) 0 ,(x,y,2)=(232)
—=2xy-3z" =
0z -28 7(x7yvz) :(59294)

ytan grafen av en kontinuerligt deriverbar funktion 1 en omgivning av punkten (5,2,4) .

Detta innebir att F'(x, y,z(x,y)) =0. Derivering map x och y ger

OF 0F &z _, OF oF &

Alltsé dr, enligt implicita funktionssatsen,

—+——=0, —+——=0. I punkten (5,2,4) giller da att
Ox 0z Ox oy 0z oy
oF oF
oz oax 2yz 16 4 0z Oy _ 2z 40 10
ox ai_ 2xy-3z> -28 71 oy ai_ 2xy-3z> -28 7
0z 0z

I punkten (2,3,2) hade vi 68_F =0 medan t ex 2—F =2yz=12#0. Det foljer att
4 X

ytan inte kan skrivas pd formen z =z(x,y) (med z kontinuerligt deriverbar) i

en omgivning av punkten (2,3,2) eftersom ovanstaende implicitderivering med av-
seende pd x skulle ge motsédgelsen 12+0=0.

11. Lat B= {171 ,V, ,\73} varaenbasi R’. Matrisen for T i denna bas har kolumnerna
[T (v, )] , »i=123. Basen maste alltsa besta av tre linjirt oberoende egenvektorer
till 7. Av avbildningens geometriska egenskap foljer att linjens riktningsvektor
v, = (1,2,3) avbildas pé sig sjdlvdvs T(v;)=1-v, . Alltsd &r v, en egenvektor med
egenvirdet A =1. Om v &r en vektor som ar ortogonal mot v, s avbildas v pd —v.
Det betyder att v dr en egenvektor med egenvérdet A =—1. Genom att vilja tva lin-
jart oberoende vektorer v, och v, , badda ortogonala mot v,, far vi en bas relativt vilken



1 0 0
T har matrisen |0 -1 0]. Detta eftersom t ex andra kolumnen ges av vektorn

0 0 -1
Tv,)==v,=0-v, =1-v, +0-v; = (T'(v,)); =(0,-1,0) . Pss for de 6vriga kolumnerna.
Vikantex vilja v, =(2,-1,0), v, =(3,0,-1).



