KTH Matematik

Losningar tentamen 17 mars 2005 i 5B1132/5B1140, Amelial

1. En vektor som &r ortogonal mot vektorerna v; = (1,0, 3) och vo = (2, —1,1)

ges av
e, e, e,

vixvo=|1 0 3|=(0-1-3(-1),32-1-1,1-(=1)—0-2) = (3,5, —1).
2 -1 1
Méjliga svar ar multipler (# 0) av (3,5, —1).

2. Den givna ekvationen 2z? — 4z + 7 + 4i = 0 ar (kvadratkomplettering)
ekvivalent med 2% — 4z +4 = -7 —4i + 4, dvs (z — 2)? = =3 — 4.
Med z — 2 = x + iy (x,y reella) blir detta

2 2:_3 2 2:_3 Z_i:_g
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2xy =—4 Y === Y =~z

Den forsta ekvationen blir (z?)? 4+ 322 — 4 = 0, med losningar
1?=—34,/(2)24+4=—-3+2 =1 eller —4. Eftersom x ar reellt giller 2% = 1,
sa z = %1 och enligt den andra ekvationen y = F2. Alltsa z — 2 = £(1 — 24)
3— 2t
och svar: z = ]
1+ 2
3. y=y(x) = 1—}—2+na: ger (kedjeregeln) y/(z) = m 2osay(l)=-1-2=
—2. Lutningen for tangenten i punkten (1,1) &r alltsa —2 och normalens
lutning i samma punkt saledes — % = % Normalens ekvation blir alltsa y—1 =

=
t(x—1),dvs svar: z — 2y +1=0.

4. Vi soker MacLaurinutvecklingen for funktionen f(x) =+/1 4 ze®.
Alternativ 1, med ordorikning:

Med kénda utvecklingar far vi v/1+¢ =1+ 3¢t — 1> + O(t*) och

t=ze" =z(1+x+0(x*) =1+ 2%+ O2) =2+ O(2?) = O(x),

sa f(z) = 1+ 3(x + 2% + O(@?)) — g(z + O@?)* + O((O(x))*) = 1 + 3z +
222 + O(2*). P.g.a. MacLaurinutvecklingens entydighet &r detta den sokta
utvecklingen, dvs svaret.

Alternativ 2, genom att beridkna derivator:

Man finner f(0) =14+0=1,

f(x) = 2\/%? (04 1e® + ze®) = 2(\‘71% och f'(0) = 1,

le®+(z+1)e®)2/1+ze® —(x+1)e*2f/ (x 2.2.1-1.2.1
f”(SC) _ (1e®+(z+1) )4(1-:90@2) (z+1)e*2f"(z) och f”(O) _ - 2 _ %

Sa utvecklingen: f(0) + f/(0)z + @12 +O0(2*) = 1+ 32 + 322 + O(2?),
svaret.

3 . x|t 1
i ; t =sinx <T» d 1
cos T _ . L o
5. {sinZ z+1 dx = [ dt = coszdr ’ % (1) ] — { 241 [arctan t]O =1 svaret.




1 2 0
6. Vi har A = (2 —1 1| och séker A~'. Med Gausselimination:
0
1
0

1 2 01 0 1 2 01 0O
2 =1 110 0] -2rl< |0 =5 1|-2 1 0] —r3<&
4 2 1]0 1) —4-rl 0 -6 1|—-4 0 1
1 2 01 0 0\ -—-2-72 1 0 0)]-3 -2 2
O 1 0o 2 1 -1 <10 1 0 2 1 —-11,
0O -6 1|—-4 0 1) 4+6-7r2 0O 0 1| 8 6 -5
-3 -2 2
sasvar: A'=| 2 1 -1
8 6 -5

7. Vi soker den allménna losningen till ekvationen y” +y' — 6y = (102 —3) €2
1) Finn forst y;,, den allmédnna l16sningen till den homogena ekvationen.
Karakteristiska ekvationen r* +r — 6 = 0 har de enkla rotterna ry 5 = 2, —3,
sa yp(r) = Ae*® + Be 3%, A, B godtyckliga konstanter.

2) For att finna en partikuldrlosning vy, infor z(z) enligt y(z) = z(x)e
Forskjutningsregeln (eller direkt berdkning av ¢/, y” och insdttning) ger y” +
Yy —6y = (D*+D—6)y = (D?*+D—6)(2¢**) = e**((D+2)*+ (D+2)—6)z =
e?*(D* +5D)z = (2" + 52')e?

Ekvationen blir alltsa 2z 452" = 10x — 3. For att finna en partikulérlosning z,
ansitter vi z(z) = ax?®+bx + ¢ och sitter in. Det ger 10az +2a+5b = 10z — 3,
sa ansatsen ger en losning om 10a = 10,2a + 5b = —3, dvs a = 1,b = —1,¢
godtycklig. Vi far alltsa en partikuldrlosning z,(z) = 2? — .

Den allménna l6sningen ges av y(z) = yn(x) + y,(z), sa

Svar: Losningen ar y(z) = (22 — x + A)e** + Be™3*, A, B godtyckliga.
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8. J 2 do = [(1+ 28 do = f1 4+ 24+ 58) o

3
zlfl—x—JrQ+ + % )dx:[a:—3ln]a:+2]+ln]x\—%]i’
=(3-3In5+mn3—32)—(1-3In3+Inl1—2) =1 —-3In5+4In3, svaret.

o o . . _ 1= [2z4+y—22—1| _
9. Avstandet fran punkten (z,y, z) till planet 2z+y—22z = 1 ar Wy

3|22 +y—2z—1| och till planet 4z — 3z = 5 &r det &% = 14w —3z—5|.
Villkoret pa t for att (x,y,z) = (4 + 4t,3 — t,2 4 2t) skall ha samma avstand
till planen blir §|2(444¢t)+ (3 —t) —2(2+2t) — 1| = 3]4(4+4t) —3(2+2t) — 5],
dvs 5(3t+6) = £3(10t+5). 5(3t+6) = 3(10t+5) ger t = 1 (punkten (8,2,4)),
5(3t 4+ 6) = —3(10t + 5) ger t = —1 (punkten (0,4,0)).

Svar: Punkterna (8,2,4) och (0,4,0).

10. Vi studerar konvergens for serien » - (1 — 4 /cos \/Lﬁ)

VI+t=1+1t+0(t?) och cosz =1— 22?2 + O(z*) ger att

Veosz =1— 122 + O(2*) (da z — 0) och saledes 1 — [cos = = =+ 0(%)
(da n — o0).

Termerna i serien avtar alltsa som 1, sa (enligt sats 9.8 i boken)

svaret: Serien ar divergent.



