KTH Matematik

Losningar till tentamen i Analytiska metoder och linjir algebra 1
for M, BD, P och T (kurskod 5B1132) samt IT (kurskod 5B1140)
den 24 augusti 2005

1. Lat A= . Bestam det A och avgér om A har nagon invers.
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Lésning;:

Vi raknar ut det A genom utveckling ldngs sista kolonnen och far att
detA=-52-1-141-2-440-2-2—-4-1-0-2-2-2—1-2-1) =0. Eftersom
det A = 0 sa saknar A invers.

Svar: det A = 0 och A saknar invers.

2. Polynomet p(z) = 2* — 223 — 232% — 22 — 24 uppfyller att p(i) = 0. Finn
samtliga 16sningar till ekvationen p(z) = 0.

- LOsning:

Eftersom polynomet har reella koefficienter sa géller att om ¢ ar ett nollstélle sa
maste dven —i vara det. Faktorsatsen ger sedan att savdl z — i som z + i delar
p(2) och eftersom (z —i)(z + 1) = 2% + 1 sa kan vi alltsa dividera p(z) med 2% + 1.
Vi utfér divisionen och far p(z) = (2% + 1)(2? — 2z — 24). Ovriga nollstillen till
polynomet fas nu som nollstéllen till den andra faktorn och dessa &r (enligt den
vanliga losningsformeln for andragradsekvationer) z = 14++/1 + 24. Losningarna till
ekvationen p(z) = 0 &r alltsa +i, 6, —4.

Svar: +i,6, —4

3. Lat f(z) = ™" -3z cosx— 1. Bestim en ekvation for tangenten till kurvan
y = f(z) i punkten (z,y) = (m, 37).



Losning;:

Vi deriverar och far f'(x) = e'®™*(1+tan® z) —3 cos x+ 3z sinz. Vi ser att f'(7) = 4.
Den sokta tangentens ekvation blir darfor y — 37 = 4(z — 7) eller ekvivalent y =
do — .

Svar: y =4x —m
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Losning:

Vi Taylorutvecklar och far att
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5.  Berédkna integralen /2 mdaz.
Losning:

Vi partialbraksuppdelar integranden och far att

1 1 1 1

2 (r—1) z—-1 =z 2%

Séatter vi in detta i integralen far vi att
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6. Antar funktionen f(z) = arctanx — z ett storsta och ett minsta virde nir
2 varierar 1 intervallet —1 < 2 < 17 Bestam 1 sa fall dessa.

Lésning;:

Funktionen &r kontinuerlig pa hela det slutna och begridnsade intervallet sa ett
storsta och ett minsta virde existerar. Dessa kan antas i punkter déar derivata saknas
eller i punkter dér derivatan &ar noll eller i &ndpunkter till intervallet. Vi deriverar
och far

1 —x?
!
f@ =17 1+ 22
Vi ser att derivatan existerar i alla punkter och f/'(x) = 0 om och endast om z = 0.

De punkter dar storsta respektive minsta vérde antas kan alltsa bara vara —1,0, 1.
Vi réknar ut funktionsvérdena i dessa punkter och jamfor.

fen=1-7
J()=0
f=7-1

Vi ser att att funktionens storsta virde pa intervallet dr 1 — 7/4 och funktionens
minsta varde ar 7/4 — 1.

Svar: Storsta vérdet dr 1 — 7/4 och minsta vérdet &r 7/4 — 1.

7. Bestam samtliga 16sningar y(z) till differentialekvationen y” 4 4y = sin 2x
som yppfyller att y(0) = 0.



Losning;:

Forst soks allménna l6osningen g, till den homogena ekvationen. Karaktaristiska
ekvationen r? + 4r = 0 har 16sningar r = 42i sa

yn = Acos2zx + Bsin2x

dér A, B &r godtyckliga konstanter. Vi ansétter en partikulédrlésning y, till den i
uppgiften givna ekvationen och eftersom hogerledet ar en l6sning till den homogena
ekvationen maste vi ansétta y, = x(ccos 2z + dsin 2x). Nér vi deriverar detta ser vi
att y, + 4y, = sin 2z om och endast om vi viljer konstanterna ¢ = —1/4 och d = 0.
Alltsa kan vi ta

Yp = —Zx cos 2.

Allménna 16sningen till diffekvationen y” 4+ 4y = sin 2x fas som
yn +yp = Acos2z + Bsin2zx — ix cos 2z och villkoret y(0) = 0 &r uppfyllt om och
endast om A = 0.

1
Svar alltsa: y(x) = Bsin 2z — 72 cos 2x, dir B ar ett godtyckligt reellt tal.

8.  Finns det nagot reellt tredjegradspolynom p(z) vars graf y = p(x) passerar
genom punkterna (0,0), (1,0),(2,1), (3, —1)7 Bestdm polynomet p(z) eller
forklara varfor det inte kan finnas.

Losning;:

Villkoret att grafen ska ga genom origo ger direkt att konstanta termen i polyomet
maste vara 0, dvs polynomet maste se ut som p(r) = az® + bx? + cx for nagra tal
a, b, c. Villkoret att de dvriga punkterna ska ligga pa grafen betyder att

p(1) =0, p(2) =1, p(3) = —1, vilket ger ekvationssystemet

at+b+c=0
Sa+4b+2c=1
27a +9b+ 3¢ = —1

som vi loser med Gausselimination:



1 11 0 1 1 1 0
8§ 42 1 |]~(0 —4 -6 1
27 9 3 -1 0 —18 —-24 -1
111 0 111 0
~10 46 -1]~10420 10 |,
00 6 —11 0 0 6 —11

varur man far att ¢ = —11/6, b =5/2 och a = 11/6 — 5/2 = —2/3. Det finns alltsa
ett polynom med de stkta egenskaperna och detta polynom &r

p(z) = —3% + 5%~ G
2 ) 11
Svar: p(z) = —§m3 + §x2 -5
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9. Gar det att bestimma konstanten a sa att serien E (= — 1+ cos —) blir
n

n=1 "
konvergent?
Lésning;:
, . o ” 1 I .
Nér n gar mot odndligheten &r cos— = 1 — — + O(—), sa den n:te termen i
B n 2n?2 n*
summan Ar
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b,=——1+cos—=———+0(—
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1
Om nu a # 0 sa tar vi som jamforelseserie E — som vi vet ar divergent. Om vi
n
n=1
kallar den n:te termen i denna serie for ¢, sa géller uppenbarligen att

limb—n:a#o

n—oo Cp,
och enligt jamforelsekriteriet sa betyder detta att de bada serierna har samma kon-
vergensegenskaper, dvs var serie ocksa ar divergent.
[e.e]
Om a = 0 far man anvinda jamforelseserien Z — Istdllet och om vi kallar den
n

n=1
n:te termen i den serien for d,, far vi att



. . 1
vilket betyder att var serie i detta fall har samma konvergensegenskaper som E —
n

som vi vet dr konvergent.
Alltsa ar var serie konvergent om och endast om a = 0.

Svar: Var serie dr konvergent om och endast om a = 0.

10.  Lat D beteckna det dndliga omrade i planet som helt sténgs in av kurvorna
y = 22 och y = /2 — x. Bestdm volymen av den kropp som genereras nir
omradet D roteras ett varv runt z-axeln.

Losning;:

Skirningspunkter mellan kurvorna fas niir 22 = 2v/2 — x, vilket betyder att x = 0
ger en skdrningspunkt, och den andra fas ndr x = /2 —x, dvs ar den positiva
16sningen till 22 = 2 — z, dvs © = 1. Den sokta kroppens volym V fas nu som
Vi — V5, dar Vi ér den volym som fas da y = x+/2 — z roteras och V5 ar den volym
som fas da y = 2% roteras (pa intervallet [0, 1]). Vi har att

1 1
)
Vi = 7T/ (2v/2 — 2)%dx = 7r/ (22? — 2*)dw = 7[22%/3 — 2*/4)§ = %
0 0
Vidare ar
! T
Vo= 77/ (2%)?dx = 7[2° /5] = 3
0
e om w 13w
VIfarattV:‘/l—‘/Q:E—g:E

137
Svar: V = —.
var 50




