KTH Matematik

Losningar tentamen 2 juni 2006 i 5B1132/5B1140, Amelial

1. Vi soker vinkeln mellan vektorerna v, = (4, -2, -2) = 2(2,—1,—1) och

vs = (5,5, —10) = 5(1, 1, —2).

Kalla vinkeln mellan vektorerna a. Da &r skaldrprodukten vy-vy = |vq||va| cos
2(2,-1,-1)-5(1,1,~2) 214 (—1)-14(=1)-(=2) 3

S . _Viva __ . — J—
sa cosa = = = =2 =
[vi[lval 2[(2,-1,-1)I5/(1,1,-2)| V22 (12 (—1)2,/12 4124 (~2)? V62
%, sa svar: Vinkeln ar Z.

2. Viskall visa att 1-2+2-3 4 - +n(n+ 1) = 20O 5 — 1 9
Vi anvénder induktion och kallar pastaendet (for n) P,.

Bas: Visa P1. VL, = 1.2 =2, HL, = {408 — 5 oK1

Steg: Antag Py, dvs 1-2+2-3+---+k(k+1) = w

Dafas VLgi1 =1-242-34+--+k(k+ 1)+ (k+1)(k+2) = VL + (k+ 1)(k+
2) "2 HLy 4 (k1) (k+2) = BERLGE) 4 gy 1) (k4 2) = EELGE2) (p 4 3y
(k+1)(k-§2)(k+3) — HlLy.,.

Vi har alltsa visat P, och P, = Py for godtyckligt £ = 1,2,... Enligt in-
duktionsprincipen foljer att P, ar sann for n = 1,2,... Saken ar klar.

3. Vi soker de virden funktionen f(x) = (=222 + 3z) ¢ antar i intervallet

[0, 2].

f(z) ar kontinuerlig pa ett slutet, begrénsat intervall, sa den antar ett storsta

och ett minsta varde. Mojliga punkter dar detta kan ske &ar stationara punkter

(dér f'(xz) = 0), randpunkter (intervallets &ndpunkter) och singuléra punkter

(dar f(x) inte ar deriverbar).

f'(z) = (—4z+3)e” + (—22° +3z)e” = (—222 —x+3)e” = —2(z+ 3)(z — 1)e”,

sa enda singuldra punkten i intervallet &r x = 1. Randpunkter ar 0 och 2.

Singuléra punkter saknas, eftersom f(z) &r deriverbar for alla z.

Tabell: 2 |0 1 2 Eftersom f(x) &r kontinuerlig, antar
f(x) + 0 — den i intervallet alla virden mellan
f() |0 /7 e N\, —2¢*  detstorsta (e) och det minsta (—2¢?).

Svar: f(x) antar precis viardena i intervallet [—2e?, e].

4. Vi finner den obestamda integralen med partialintegration:
$4 $2 I‘4 3}'2 $4 a:2 3}'3 T
[(@+2)Inade = (S +5) Ina— [(5+5)2de = (545 ) Ina— [(5+%)de =

4

(2 + 2 Inw — (% + %) + C, C en godtycklig konstant, svaret.

5. Da omradet {(z,y) | 0 <2 <3, 0<y< H%} roteras kring z-axeln
genereras en kropp med volym

3f2 2 t =2 £ 9
“bf(m) dw:”{md”: dt = 2z dz g :”Of

9
—1 _ (=1 _ =1\ _ 9«
T |:2(1+t):|0 = W(% — 7) =9 (V.e.).
Svar: Den sokta volymen ar g—g v.e.

1 _
(14t)2 dt =

S WR
N[




6. A ar inverterbar precis om dess determinant inte ar 0, det A # 0.

EEEEERIE S I

— —2-k1 till k4

detA=1, o 1 o = 1 3 a-2 0
1 -1 2 a+1 1 0 1 a-—1

=—1-1-(a—2)(a—1)=—(a—2)(a—1),sadet A#0 < a #1,2.
Svar: Matrisen A ar inverterbar precis da a # 1, 2.

7. Visoker den allminna 16sningen till ekvationen y” —4y'+4y = (1+sin x)e?®.
For att forenkla ekvationen infor vi z(z) enligt y(z) = 2(z)e®®.
Forskjutningsregeln (eller direkt berdkning av ', y” och insdttning) ger

' — 4y +4y = (D* — 4D + 4)y = (D? — 4D + 4)(ze*) = *((D + 2)* —
4(D +2)+4)z = e**D?z = 2"e** | sa ekvationen blir 2’ = 1 + sinx och vi far
Z=x—cosx+ A z= %2 —sinz + Ax + B, A, B godtyckliga konstanter.
Svar: Losningen ar y(x) = (%2 + Az + B —sin x)e?®, A, B godtyckliga.

8. Ekvationen arctan(2zy + y?) — 2y In(3z +y) = x +y + 1 definierar y som en
funktion av « lokalt kring punkten (1, —2). Vi soker ekvationen for tangenten
till grafen i punkten.

Implicit derivering av ekvationen ger

W(Zﬂ + 22y’ + 2yy') — 2y’ In(3z +y) — 2y3zl+y B+y)=1+7v,

dvsipunktenz =1,y =—-2: 1(-4+4+2y —4y)—-0+483+¢y)=1+y¢,sa
y21772) = —7. Detta &r riktningskoefficienten for tangenten, sa dess ekvation
gesavy — (=2)=—T7(x—1),dvs Te +y — 5= 0.

Svar: Ekvationen for tangenten i punkten ar 7x +y — 5 = 0.

9. Vi soker ekvationen for den ortogonala projektionen av linjen (z,y,z2) =
(4 + 3t,5t,—2 + t) pa planet 2z +y — 2z = 3.

Lat n vara planets normalvektor (2,1, —2) och @ vara punkten (0,3,0), som
ligger i planet. Vektorn fran en godtycklig punkt P till dess projektion i
planet ges da av den vinkelrata projektionen av vektorn PQ pa n. Om P har
koordinaterna (x,y, z) har alltsa projektionspunkten koordinater (x,y,z) +
An, dir u = (—z,3 — y, —2) ar vektorn PQ.

Punkten (4 + 3t,5t, —2 + t) pa linjen projiceras alltsa pa

(4 + 3t,5t, =2 + ) + LGS B CLD (01, -2) = (44 3¢,5t, -2+ ) +
—59(2,1,-2) = (44 3t,5t, =2+ 1t) + (-1 —t)(2,1,-2) = (2+t,—1+4t, 3t),
vilket ger ekvationen for den sokta linjen.

Svar: Den ortogonala projektionen har ekvationen (z,y,z) = (2 +

t, —1 + 4t, 3t).

10. Vi studerar konvergens for serien » >, (V\%l — cos \%)

De kénda ML-utvecklingarna (O da t — 0):

VI—t=1—3t+O(t?) och cost =1 — 3t + O(t*) ger att (O da n — oo)
\%1: 1-1=1-3L+0(%) ochcos\/iﬁzl—%—i—(’)(#).

Termerna i serien ar alltsa (9(#), sa (enligt sats 9.8 1 boken, termernas belopp
majoreras ju av -z for nagon konstant c) serien konvergerar.
Svar: Serien ar konvergent.



