Losningsforslag till tentamen i SF1618, for BD, P och T, den 2007-12-19.

1. Man far
110 010 210
AT=[O 0 1} A—1=[0 0 1} AAT=|1 1 o}
100 1-1 0 001
230
2A-1 +AAT={1 1 2) och det(24-1 + AAT) = 19.
221

2. Polynomdivision ger
@B +6+1)22+B+2)z+4+60)(z+1)=22+6z+6-4i
vilket visar att z = —i &r en rot till ekvationen. De 6vriga tva rotterna uppfyller ekvationen
22 +62+6-4i=0.
Kvadratkomplettera och forenkla:
22+6z2+6-41=22+2-32+32-32+6-4i=(z+3)2%2-3-4i.
Ekvationen kan skrivas pd formen (z + 3)2 =3 + 4i. Sétt z + 3 =a + bi, ddr a och b éar
reella:
(@ +bi)2=3+4i < a®—-b2+ 2abi =3 +4i.
Detta innebér att
{a2—62=3 =a2-4/a?=3=0a*-3a2-4=0=a%2=4= a;=2, ag=-2
20b=4 =b=2/ bi=1, bg=-1

alltsd z;+3=2+1, 29 +3=-2—-1 dvs z1=-1+1, z9=-5-1

‘Svar: —i,-1+1i och -5 —i.

3. Funktionen f(x) = arctan 2x + 42x2+ L 4r definierad och deriverbar for alla x. Vi har
%2 +
Fa)=_ 2 42422+ D -8xQx+1) _ 4(1-2x)
1 + 4x2 (4x2 + 1)2 (4% + 1)2

och ur ekvationen f’(x) =0 far man en kritisk punkt x = 1/2.
Pa intervallet x <1/2 ar f(x) >0 = f &r vdxande pa detta intervall.
Pa intervallet 1/2 <x dr f(x) <0 = [ &ar avtagande pa detta intervall.

Detta innebar att x = 1/2 &r en lokal maximipunkt till f.

‘Svar: x = 1/2 &r en lokal maximipunkt till f.‘

4. Karakteristisk ekvation dr har
r2+4r+ 13=0
& (r+22=-9 @ r =-2 = 3i. Foljaktligen ir
v, = (A cos 3x + B sin 3x)e2x
den allménna l6sningen till ekvationen y”* + 4y” + 13y = 0.
Betrakta ekvationen
¥y +4y +13y=13x-9.
Ansats y = ax +b ger y = a, y” =0 vilket, insatt i ekvationen, ger
4a + 13(ax + b) =13x -9



& 13ax + 4a + 13b = 13x — 9. Eftersom detta skall vara en identitet s maste koefficienterna
for respektive x—potenser vara lika: 13a = 13 och 13b + 4a = -9 < a =1 och b = —
vilket innebér att y, = x — 1 &r en partikularlosning.

Den allménna lésningen &r y =y, +y, dvs y = (A cos 3x + B sin 3x)e™2¥ + x — 1.

‘Svar: y = (A cos 3x + B sin 3x)e~2* + x — 1.

. Arean ges av

Jydx=J' L qe=(Vx-1=t, x=1+ dc=2tdt)=

[ 2 4 _ " o
- ! ndi=2 [arctan t]l = /2 — /4) = /2.

1 1
dx ={Vx-3=¢t x-3=¢2, dx=2¢d¢t} j j di =
Ot +4t+3 0(t+1)(t+3)

4

B
3x+4Nx—-3

t+

1
1
= {uppdelning i partialbrak } = J‘(% - %) dt = [3 In(t + 3) — 1n(t+1)] =
+ 0
0

=3In4-In2-3In3+Inl1=5In2-31n 3.

‘Svar: 5In2-31n3.

Vi har f(x) = 5x* — 5 ochur 5x* — 5 = 0 fas de enda kritiska
punkterna x = 1. Dessutom dr f"(x) = 20x3, f'(-1) = -20 < 0 och

f(1) = 20 > 0, vilket innebdr att x = -1 &r en lokal maximi-

I punkt och x =1 &r en lokal minimipunkt.

i
IIJ -1 1 Det lokala maximivérdet dr f{—1) = 9 och minimivirdet f{1) = 1.

Da x — xoo giller flx) — =oo.

De lokala extremvirdena 1 och 9 antas tva ganger, medan ovriga virden, dvs y > 9 och

y < 1 antas en gang. Alltsa giller att 0 antas en giang, 1 antas tva ganger och 2 antas tre
ganger.

Lokal maximum i x = -1, lokal minimum i x = 1.

Svar:
var { 0 antas en gidng, 1 antas tva gdnger och 2 antas tre ganger.

. Kurvan y2 =x In(2 — x) skir x—axeln dd x In(2 —x)=0 dvsdd x =0 eller x = 1. Kurvan

ar symmetrisk med avseende pa rotationsaxeln. Volymen ges av
1

b J.y2 dx = | x In(2 — x) = { partiell integration } =
0 0

1
| _T
0 2 —x 2j
2
(9w - _dtr1=_r[@2=024 4
C(2-x=t dv=—dt)= 2_2[ ; _1[( 4+t)d

2
=E[41nt—2t+f3] —9nIn2-57
9 21, 4

x2 !
=1 [?ln(2 —x)] -7

O e



Svar: 2n1ln 2 — % .

(9.9.4) Vi soker spegelbilden av punkten (5,4,5). Varje normal till
N planet 2x +y +z = 7 har riktning av vektorn (2,1,1). Den
(5.45) normal som gar genom punkten (5,4,5) har parameter-

framstdllningen

x=5+2t, y=4+t, z=5+1
2c+y+z2="1

vilket insatt i planets ekvationen
2-5+2)+4+t+5+t="17
(=3.0,1) ger det parametervirde som svarar mot skdrningspunkten
mellan normalen och planet.
Man far ¢t = —2. Gar man den dubbla striackan (dvs ¢ = —4) far man den punkt som &r
symmetrisk till punkten (5,4,5) med avseende pa planet 2x +y +z = 7, dvs den sokta spe-
gelbilden gesav x=5+2-(—4)=-3, y=4 +(-4)=0, z=5+(—-4) =1, alltsa (-3,0,1).
Den ritta linje som genom punkterna (9,9,4) och (-3,0,1) har parameterframstillningen
(x,y,2) =(9,9,4) + ¢((9,9,4) — (=3,0,1)) = (9 + 12¢, 9 + 9¢, 4 + 3¢)

vilket insatt i planets ekvationen
2-9+120)0+9+9%+4+3t="7

ger det parametervirde som svarar mot den sokta reflekterinspunkten. Man far ¢ = —% dvs

punkten (1,3,2).

Svar: (1,3,2).

10. Vi har
3n _g,a_@-3n+a _a-3 a _
n+1 n nn+1) n+l nn+1)

Om a#3 éar

a-3 ., a —a-3 L ofl
n+l nn+1) n+1 n2
och serien &r divergent.
Om a =3 far vi serien

o3 (3.3 \_(3.3),(3.3),(3.3),. s
nn+1) n n+l 2 2 3 3 4) 7

n=1 n=1

‘ Svar: Serien &r konvergent endast om a = 3. Seriens summa &r d& 3.




