Losningar till tentamen i kurs SF1618 (5B1132, SB1140) Analytiska metoder och
linjér algebra I 100115

Linjir algebra
1. Om A harinvers fis X = A~'B. Vi soker inversen pé sedvanligt sitt enligt

3 -2 -7
algoritmen [A|I]—>...—>[I|A*1]. Resultatetir 47 =|—-1 1  3|. Detta ger
-1 1 2
3 -2 =71 -1 1 -6 —-10 5
X=|-1 1 3|1 0 —-1|=| 3 4 -2
-1 1 241 1 0 2 3 -2
2. Kvadratkomplettering ger (z—(2—1i))’ =—4 .
-yt =4 )
Lat z-2+i=w=x+1iy (l). Detta ger systemet <2xy =0 3)

¥yt =|w=4 (4
QD+A)=22x"=0=>x=0 @A-2)=>2y*=8=y=42. Vifir
z, =241

w, =2i, w, ==2i). (1) ger slutligen {z o3
,=2-

3. Beteckna punkten (-1,0,3) med P och viljen pkt O pé linjen, tex (3,0,-1) . Bilda
vektorn mellan Q och P: u =(-4,0,4). Lat projektionen av denna vektor pa linjens

(—4,0,4)-(2,1,-1)
2,1,-D)’
ges nu av ||L7 - W” = ||(O,2,2)|| =8 le.

(2,1,-1) =-2(2,1,-1) . Det sokta avstandet

riktningsvektor vara w =

4. Vibestimmer forst rotterna till ekv z® + 64 = 0. Ekvationen kan skrivas som

z® =—64 =2%cosx +isinz) . Urdetta fis de sex rotterna
z, =2(cosf, +isind,) , 6, = %+ % , k=0,1,2,3,4,5. Reeclla rotter saknas

vilket innebar att reella forstagradsfaktorer saknas. Rotterna ér parvis komplexkonju-
gerade (polynomet har ju reella koefficienter):

Zos = \/gii , Z,3=—N3%i, z,=42i. Polynomet ar produkten av de sex

faktorerna z—-z, , k=0,1,2,3,4,5. Dessa paras nu ihop sé att vi fir tre andragrads-
faktorer med reella koefficienter:



(z—z,)(z-z)=(z =B =i)Nz=B+i)=(z=~3)* +1
(z—2,)(z—2;)=(z+3=i)(z+/3+i)=(z++/3)> +1 Produkten av dessa blir
(z—z)z—z,)=(z-2i)(z+2i)=z"+4

X8 +64 = (x> = 243x + ) (x> + 23x + 4)(x* +4) .

Envariabelanalys

5. Vianvénder ’Hospitals regel tre ganger (typen ér %) :

X —sinx . l—cosx . sin x . COS X
—— =1lim — = lim— =lim —=—.
=0 x(1-cosx) >0l—cosx+xsinx *02sinx+xcosx *03cosx——xsinx 3

6. f(x)=e ™™ —dxe™ =(1-4x)e™™ =0=>x= % som #r en kritisk punkt. Andpunkt

ar x = 0. Singulédra punkter saknas. Vi ser att derivatan ar positiv mellan x =0 och
x =" och negativ for storre x — virden. Forstaderivatatestet ger dd att x =0 &4r en

lokal minpunkt och att x = &r en lokal maxpunkt med f (%) = %e . D4 funk-

tionen ar kontinuerlig och lim f(x) =0 fis virdemidngden [O, %} .
X—>0 e

1= _ _
7. J. a Tdx = ! g —J-1—3udu=.|.(i2—%)du=—l+ 12+C=2x—12+
(1-x) du = —dx u u- u u 2u 2(x-1)

8. Homogena problemets karakteristiska ekvation &r 7> —2r+4=0=r =1+ i3 . Det ger
v, (x)=e" .(Acos \3x + Bsin \Ex) Vi ansitter som partikuldrlosning:
y,(x)=acosx+bsinx =y, '(x)=-asinx+bcosx = y,” (x) =—acosx —bsinx.

Inséttning i differentialkvationen ger:

=2
3a—2b)cosx+(2a+3b)sinx =13sinx = ? =y (x)=2cosx+3sinx ochden
b=3 v

allménna 16sningen &r y(x) = y,(x) +y,(x) = e* (4 cos \3.x + Bsin \/gx) +2cosx+3sinx .
y(0)=0= A4+2=0= A4 =-2 vilket ger
y(x):ex(—2cos\/§x+Bsin\/§x)+2cosx+3sinx:

1'(x) = e" (BN3 = 2) cos/3x + (B + 24/3)sin+/3x) — 2sinx + 3cosx. 1°(0) =0 gernu
y'(O)zO:B\/g+1=O:>B=—L.

V3

1 . .
Slutligen fas resultatet y(x) =—e"(2cos V3x +—=sin \/gx) +2cosx+3sinx .

NG



9.

10.

7
Vi soker langden av kurvbagen. Den ges av J- 1+(y")*dx . Enligt integralkalkylens
0

fundamentalsats giller y'= \/ cos*(x)sin’(x)—1 vilket ger 1+ (y")> =cos*(x)sin’(x) .
7 1 !

Kurvbagens lingd ir alltsa I cos’ (x)sin(x)dx = {— Ecos3 (x)} =3 le . Det tar alltsa
0

1/3 sekund for myran att passera kurvbagen.

0

cosnrzw

Serien dr absolutkonvergent om Z
n=2

ar konvergent. cosnz =(—1)" och
nilnn

Inn>0, n>2 ger z

o For studiet av denna serie anvinder vi integral-
n=2 ninn

" t=Inx

kriteriet: = =
-2[ xlnx |dt= %

R

| % = lim(InR—In(In2) = o0 . D ir

n2

Tdr
I — = lim
l‘ R—0
In2 1

o0
aven serien Z
Snlnn

divergent dvs den givna serien #r inte absolutkonvergent. Ar

den betingat konvergent? Vi anviander Leibniz sats om alternerande serier. Var serie

kan ju skrivas Z(_l) . Lat a, =

‘S nlnn nlnn

l. a,20, n=2
2. a,,<a, , n=2
3. lima, =0

n—x0

2. och 3. giller eftersom Inx dr en vixande funktion. Enligt satsen dr da den givna
serien konvergent. Den méste dd vara betingat konvergent enligt ovan.



