Losningsforslag till tentamen i 5B1133, for BD, M, P, T den 2005-06—03.

1. D4 det(A - AE) = 212 — 51 + 6 blir A:s egenvirden 2 och 3. Egenvektorerna bestims ur ek-

1 1 11
vationen (A - AE)v =0, v # 0. Man far [2} respektive |: :| Saledes har vi C =|: :| och

1 21
2 0
D= .
03]
. 11 20
Svar: Exempelvis C_[2 1:| och D_|:O 3:|.
2. Vi har
fi=— 4z + 1
(x+y)2 x+2y+3z2-5
. 4z 2
=—- +
y x+y)?2 x+2y+3z-5
-4 3

z_x+y xX+2y+32-5
I punkten (1,1,1) fas f; =0, f;=1, f; =5 och grad f = (0,1,5). Eftersom f &r en differenti-

erbar funktion si ar

£(1,1,1) = v gradf _(1,22)-(0,15) _

lol V12422 4+ 22

3. H (2x + 3y) dedy = j’ dy ij(Zx + 3y) dx =j [2 +xy]2_ydy - _1[ (4 + 2y — 6y?) dx =
D 0 y 0 Y 0

= [4y +y2—2x3]1=3.
0

4. Lat
P=X2+2y och @=2x%+3x
1+xy 1+xy
Vi har

pr=Xi+2xy+2 ;=2x222+4x2+3‘
Y (1 + xy)? @ (1 + xy)?

Lat D beteckna kvadraten 0 <x <1, 0<y < 1. Enligt Greens formel far man

[Pax+Qay =H(Q;—P;) dxdy =dedy = areanav D = 1.
r D D

5. a. grad f=Vf=(2xz,2,x2) och divgradf=V - grad f = 2z.
b. grad f=Vf=(2xz, 2, x2)
rot grad f =V xgrad f = (0,0,0) (vilket intraffar for alla /).
c. rot F ar en vektor, grad dr ej definierad for en vektor, alltsa grad rot F ej definierad.
d. rot F=VxF =(z,2z,2)
divrot F=V - rot F = 0 (vilket intraffar for alla F).
Svar: div grad f = 2z, rot grad /= (0,0,0), grad rot F ej definierad, div rot F = 0.




6. Eftersom flx,y) = 6x + 2y é&r kontinuerlig och den tilldtna méngden 3x2 + y2 < 16 &r sluten
och begriansad sa antar f bade ett storsta och ett minsta viarde i méngden. Detta sker an-
tingen i en inre kritisk punkt eller i en kritisk punkt pa randen eller i en singuldr punkt.
Inre kritiska punkter fis ur ekvationesystemet f; =0, f) = 0. Hér &r f; = 6 # 0 alltsd det

finns inga inre kritiska punkter.

Kritiska punkter pa randen g(x,y) = 3x2 +y2 — 16

0 kan fas med hjalp av Lagranges me-
tod dvs genom att losa ekvationssystemet grad f=t¢ grad g under bivillkoret g(x,y) = O:
fr=t8: 6 = 6tx
{f;:tg; dvs { 2 =2ty
g =0 3x2+y2-16=0
Ur den forsta och den andra ekvationen fas x =y vilket, insatt i den tredje ekvationen, ger
x = +2, dvs man far punkterna (2,2) och (-2,-2). Nagra singuldra punkter finns inte.

Sammanfattningsvis far vi tva kritiska punkter (2,2) och (-2,-2). I dessa punkter antar f
viardena —16 och 16.

‘ Svar: Storsta vérdet = 16, minsta vérdet = —16.‘

7. Lat D beteckna cirkelskivan x2 + y2 < 1. Vi har
ndS = =(-z;, —z;, 1) dxdy = { n har positiv z—komponent } = (-6x, -8y, 1) dxdy
och

”. (4y, -3x,z +x2) -ndS = _” (4y, =3x, 2z + x2) - (—6x, -8y, 1) dxdy =
S D

- H (z +x2) dedy = ” (402 + 4y?) dady =
D D

= { substitution: x =rcosv, y=rsinv, D o6vergarpa G: 0<r<1, 0<sv<2n}=

= JJ. 4r3 drdv = T dv ‘1'- 4r3 dr = 2m.
D 0 0

8. Vi har
oL
Jf — , , —
vy Uy cosx 1
och detdy =2 —cosx cosy #0 for alla (x,y) vilket medfér att funktionen f &r lokalt in-

verterbar i en godtycklig punkt (x,y). Jacobimatrisen for den inversa funktionen f! ges

I [ xe x| [ oux u;‘l_ 2 cosy_l_
7y yod Lovp vy) Leosx 1 -

. 2 17 11
= { i punkten (x,y,u,v) =(0,0,0,1)} = |: 1 J =[_1 2:|

av

Speciellt ser vi att x,,(0,1) =1 och y;(0,1) = 2.

1-1
Svar: x,(0,1) =1, y;0,1) =2, Jr._, =|: 1 2:| ’
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. Den kvadratiska delen x2 + 4xy + ay? beskrivs av matrisen A =[ 9 4

}. Om den givna ek-

vationen skall vara en ekvation for en parabel sa maste ett av egenvirdena till matrisen A
vara lika med noll. Egenvirdena fas ur ekvationen det(A — AE) = 0:
‘ 1-A 2

9 o =0 1-Me-1M-4=0.

For L =0 far vi a = 4, vilket alltsa ar det enda tdnkbara virdet for vilket den givna ekva-
tionen beskriver en parabel. Den karakteristiska ekvationen dr da (1 — A)(4 —A) —4 =0 och
man far rétterna 0 och 5.

Egenvektorerna bestidms ur ekvationen (A -AE)v =0,v#0. For A =5 far vi

3 e

1
En motsvarande egenvektor ar v; = |: 2}. Egenvektorerna till det andra egenviardet A =0 ar

-2
vinkelrdta mot v; och en egenvektor dr darfor vy = [ 1:|.

De bada valda egenvektorerna har langden V5. Koordinatbytet med transformationen
X = i u — 2

V5

2y

V5

ger ekvationen 5u2 — V50=0 o v= \/gu2, alltsa en parabel.

y= +

ﬁv
1,
V5

Svar: Parabeln © a =4.

10. Vi parametriserar ytan, S, genom r(x,y) = (x,y,z) didr z = 1 + xy. Plattans totala massa

ar JJ\/1+x2+y2dG.Vihar
S

=1+ (2)% + (z7)? dedy = V1 +x2 + y2 dxdy

do= |r,’c><r;

alltsd massan &r JJ (1 +x2 +y2) dxdy diar D 4r cirkelskivan x2 + y2 < 1. Poldr substitu-

D
2n 1
tion ger j dv Jr(l +r2)dr= 3?“
0o 0

Svar: 3n .
2




