
Lösningsförslag till tentamen i 5B1133, för BD, M, P, T samt 5B1141, för IT, den 2006–01–17.

1. Vi har

det 

 



 

1   2   1   0

a a 1 0
2 1 2 1
1 1 1 0

 = – det 
 


 
1   2   1

a a 1
1 1 1

 = –(1–a) = a – 1 = 0   ⇔  a = 1

vilket innebär att vektorerna bildar en bas om och endast om  a ≠ 1.

Svar:  a ≠ 1.

2. Vi har

z x́ = fú . ux́ + fv́ . vx́ = 3fú + yfv́

z ý = fú . uý + fv́ . vý = 4fú + xfv́

och

xz x́ + yz ý = (3x + 4y)fú + 2xyfv́ = ufú + 2vfv́

Svar:  ufú + 2vfv́.

3. Vi har

∫∫
D

 (x + y – 2) dxdy = ∫∫
D1

 (x + y – 2) dxdy  +  ∫∫
D2

 (x + y – 2) dxdy

där området  D1  begränsas av linjerna  y = x, y = 3x  och  x = 1  och  D2  begränsas av lin-

jerna  x = 1, y = x  och  x + y = 4.

∫∫
D1

 (x + y – 2) dxdy = ∫
0

1

 dx ∫
x

3x

(x + y – 2) dy = ∫
0

1

 [xy + y
2

2
  – 2y]

y  = x

y = 3x
dx = ∫

0

1

 (6x2 – 4x) dx = 0

∫∫
D2

 (x + y – 2) dxdy = ∫
1

2

 dx ∫
x

4 – x

(x + y – 2) dy = ∫
1

2

 [xy + y
2

2
  – 2y]

y  = x

y = 4 – x
dx =  ∫

1

2

 (4x – 2x2) dx = 4
3

Svar:  4
3
 .

4. Vi har  y = √1 – x2,  dy = –x

√1 – x2
 dx  där  x  går från  1  till  0. Man får

xy2dx + ydy = x(1 – x2)dx + √1 – x2 . –x

√1 – x2
 dx = –x3dx

och

∫
Γ

 xy2dx + ydy = –∫
1

0

 x3dx = 1
4

Svar:  1
4
 .

5. Låt  D  vara triangeln  0 ≤ y ≤ x, 0 ≤ x ≤ 1. Vi har  z = xy2,  zx́ = y2,  z ý = 2xy  och

n ˆ = (–zx́, –zý, 1) = (–y2, –2xy, 1).

 Man får

∫∫
S

 (4x, 6y, z) . n ̂  dS = ∫∫
D

 (4x, 6y, xy2) . (–y2, –2xy, 1) dxdy =



= ∫∫
D

 –15xy2 dxdy = – ∫
0

1

 dx ∫
0

x

 15xy2dy = –∫
0

1

 [5xy3]
y  = 0

y = x
dx = –∫

0

1

 5x4 dx = –1.

Svar:  –1.

6. Låt  f(x,y,z) = z3 – 4xz + y + 2. Vi har  f ź = 3z2 – 4x  och i punkten (1,1,1) får man  f(1,1,1) = 0
och  fź(1,1,1) ≠ 0  vilket bevisar existensen av funktionen  z. Implicit derivering med avse-

ende på  x  av

z3 – 4xz + y + 2 (* )

ger

3z2z x́ – 4z – 4xzx́ = 0

och för  x = 1, y = 1, z = 1  får man  zx́(1,1) = –4.

Implicit derivering med avseende på  y  av  (*)  ger

3z2z ý – 4xzý + 1

och för  x = 1, y = 1, z = 1  får man  zý(1,1) = 1. Det sökta polynomet ges av

z(1,1) + zx́(1,1)(x – 1) + zý(1,1)(y – 1)

alltså

Svar:  1 – 4(x – 1) + (y – 1).

7. Partikelns hastighet vid tiden  t  ges av  v(t) = (t + a, 2√ t + b)  för några konstanter  a, b. Ef-
tersom  v(1) = (0,2)  är  v(t) = (t – 1, 2√ t). Den aktuella kurvans längd ges av

∫
1

3

 |v|dt = ∫
1

3

√(t – 1)2 + (2√ 2)2 dt = ∫
1

3

(t + 1) dt = 6.

Svar:  6.

8. Vi söker största och minsta värden av funktionen  f(x,y) = x  under bivillkoret  g(x,y) = 0
där  g(x,y) = 4x4 + 4x3y + y4 – 1. Enligt Lagranges metod måste vi undersöka var funktio-
nernas gradienter har samma riktning. Nu är  grad f = (1,0)  medan  grad g = (16x3 +
12x2y, 4x3 + 4y3), vilket leder till  x3 + y3 = 0, dvs.  y = –x. Insättning i bivillkorsekvationen
ger  4x4 + 4x3( – x) + x4 = 1, varav  x = ±1.

Svar:  Intervallet  –1 ≤ x ≤ 1.

9. Avståndet mellan planet och origo är 1/√ 3. Vrid till koordinater  (u,v,w)  som gör att planet
blir parallellt med  uv–planet. Detta påverkar inte volymen. Den kalott var volym vi skall
bestämma beskrivs nu av  1/√ 3 ≤ w ≤ 1, u2 + v2 + w2 ≤ 1. Vi beräknar volymen som

V = ∫
1/√ 3

1

A(w ) dw ,

där  A (w )  är arean av den skiva som fås för konstant  w , en cirkel med radie  √1 – w2,
dva  A(w) = π(1 – w2). Vi får

V = ∫
1/√ 3

1

π(1 – w2) dw = 18 – 8√ 3
27

 π.

Svar:  18 – 8√ 3
27

 π.



10.  Då  A  är symmetrisk  n×n–matris så existerar ON–bas  v1, … , vn   i  R n   av egenvektorer
till  A. Då alla egenvärden är = 1  har vi att  Avi = vi  för varje  i  alltså  A  är en matris för

identitets avbildningen, dvs  A = E.


