KTH Matematik

5B1134 Matematik och modeller
Losningsforslag till kompletteringstentamen
den 30 oktober 2004

1. I triangeln ABC &r vinklarna A = 42°, B = 63° och C' = 75°.

a) Bestdm hur langa de 6vriga sidor &r ifall den kortaste sidan har lingd 15 m.
Ange sidlangderna med tva géllande siffors noggrannhet. (3)

b) Bestidm alla tre sidlingder med tva gillande siffrors noggrannhet ifall arean av
triangeln dr 1000 m?. (4)

c) Hirled cosinussatsen med hjilp av Pythagoras sats genom att dra en héjd mot
en av sidorna. (2)

Lésning: a) Vi vet enligt sinussatsen att

sinA sinB sinC

a b c

om a, b och ¢ ar sidlangderna som star mot vinklarna A, B och C. Nu vet vi att
sin42° = 0, 669, sin 63° ~ 0, 891 och sin 75° = 0, 966. Alltsa maste a vara den kortaste
sidan och vi far b och ¢ genom

sin B 0,891
b= ca s -1 ~ 2 ~ 2
snd ¥ 0o MR Um~20m
och inC 0. 966
c="Y a2 5ma2],TmA22m

]
sin A 0,669
b) Vi vet enligt areasatsen och sinussatsen att triangelns area ges av

1 1 sinB a?sin Bsin C
—absi C — —q - . 1 C =
R A 2sin A

Om arean ir 1000 m? maste vi ha

a?sin Bsin C

= 1000 m?
2sin A o
och vi kan l6sa ut a genom
2sin A
2= " .1000 m? ~ 1555 m?
¢ T SnBsinC " o
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vilket ger a ~ 39 m. Pa samma sétt kan vi fa

2sin B
2 2 2
= .1 m- = 2 m
sin Asin C 000 1
som ger b ~ 53 m samt
2sinC'
2 2 2
=— .1 ~ 324
¢ sin Asin B 000 m 3240 m

som ger ¢ &~ 57 m.

c¢) Vi drar en vinkelrdt linje mot sidan ¢ genom hérnet C. Denna skér sidan z pa
avstand x fran hérnet A och vi har att x = bcos A. Vi har nu delat in triangeln i tva
riatvinkliga trianglar som vi kan anvinda Pythagoras sats pa. Vi far

22+ h2=10

och
(c—2)*+h =d’

Nar vi sedan subtraherar dessa tva ekvationer fran varandra far vi
(c—2)* — 2% =da® - b
vilket efter anvéindning av kvadratregeln ger
2 —2cx = a® — b?
Vi kan nu skriva om detta som
a> =0 +c*—2cr =0+ — 2c(bcos A) = b* + ¢* — 2bccos A
som &r en av formuleringarna av cosinussatsen.
Svar:

a) De 6vriga sidorna ér 20 m respektive 22 m.
b) Sidlingderna &r 39 m, 53 m och 57 m.

a) Bestdm samtliga nollstéllen till funktionen
) 7r
f(z) =2sin (3x—|— Z) + 1.

(3)

b) Bestidm samtliga losningar till ekvationen

sin z + sin 2z = 0.

(3)



c¢) Vilket dr det minsta positiva tal, z, dir det inte spelar nagon roll om man har
minirdknaren instélld pa radianer eller grader ndr man skall berékna sin z? (3)

Lésning: a) Vi konstaterar forst att funktionen f(x) = 0 innebér att
2sin (3x+%) +1=0

vilket 4r detsamma som att

v 1
in {3 —):——.
sm(x—|—4 5

Sinusfunktionen antar virdet —1/2 for tva virden i intervallet [0, 27|, ndmligen 77 /6
och 117/6. Vi har ddrmed att l6sningarna till ekvationen fas genom

7
3z+ =" 4 om

4 6
eller
3r + r_ s 49
— = — ™.
¢ 4 6

Nar vi 1oser ut x ur dessa far vi

eller

. 1 /11w 7r+2 n 197r+27rn
= — _ — — s = — —
4 36 3

dér n ar ett godtyckligt heltal.

b) Vi kan skriva om sin 2z som 2sin z cosz och ekvationen blir da
sinz + 2sinz cosz = (.

Vi far I6sningar x = nm, da sinz = 0, men annars kan vi dela med sinz och far
ekvationen
14+2cosz =0

som innebdr att cosz = —1/2. Detta intriffar tva ganger i intervallet 0 < z < 27,
némligen for x = 27/3 och z = 47 /3. Resten av 16sningarna fas av periodiciteten till

2T
=42
T 3 ™™
och
AT o
r=— )
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¢) Om vi ténker oss att x givet i grader sa kan vi omvandla det till radianer genom
att multiplicera med 7/180. For att det ska bli samma sak oavsett om vi stéllt in
riknaren pa radianer eller grader maste

e =sin (755)
My =smm | —I
sy S 180

Det finns nu tva mdjligheter. Antingen &r

T 49
T=—x+27mn
180

eller sa ar

180
T—x=—x+ 21

T
Den forsta ekvationen ger
2mn 360mn
x = 7_‘_ =
_ 2 180—-7
180

och den andra ekvationen ger

m—2mn 1807 (1 — 2n)

T =
1 . 180 +7
+ 180

For att se vilket av dessa som ger minsta positiva tal konstaterar vi att den forsta
ger multipler av 3607 /(180 — ) ~ 6,39 medan den andra ger udda multipler av
1807 /(180 + m) & 3,09. Det minsta positiva tal som fungerar dr ddrmed

1807
T = .
180+ 7

xrx =

Svar:

a) Losningarna ér z = 117/36 + 27n/3 och z = 197/36 + 27n/3, dir n &r ett
godtyckligt heltal.

b) Losningarna dr x = nm, £ = 27/3 + 27n och © = 4n/3 4+ 27n dér n ir ett
godtyckligt heltal. (Losningen kan ocksa skrivas som z = 27n/3 och (2n + 1),
for godtyckligt n.)

c¢) Det minsta positiva tal som uppfyller kravet dr x = 1807 /(180 + 7).

a) Derivera funktionen
sin(z) — cos(z
sin(z) + cos(x)
Var noggrann med att ange vilka deriveringsregler som anvénds och hur de
anvénds. (3)




b) Bestdm det storsta och det minsta virdet for funktionen

(z) = 2+x
T =5 + 22
pa intervallet —5 < x < 5. Skissera ocksa grafen for funktionen pa samma
intervall. (4)
c¢) Visa direkt fran definitionen av derivata att en exponentialfunktion, h(z), upp-
fyller
W (0)
W(x)=h
(@) = ho)

(2)
Lésning: a) For att derivera f(z) kan vi anvinda kvotregeln som siger att om

f(x) = g(x)/h(z) sa &

g'(z)h(z) — g(z)h'(z)
h(x)?

f'(x) =

I vart fall dr nu g(z) = sin(x) —cos(x) och h(x) = sin(z)+ cos(z). Eftersom (sinz)’ =
cosz och (cosz) = —sinz far vi att

g'(xz) = cos(z) — (—sin(z)) = cosz + sinz = h(x)

och
h'(x) = cos(z) + (—sin(z)) = cosz — sinz = —g(z).
Nér vi sitter vi detta i kvotregeln far vi

() = g @)h(z) — g(@)l'(z) _ h(z)h(z) - g(z)(—g(x) _ h(x)* + g(z)*
h(z)? h(z)? h(z)?

Vi kan forenkla tiljaren genom

h(z)? + g(x)* = (sinz + cosz)? + (sinz — cos z)?
=sin?z + 2sinzcosz + cos? x + sin®z — 2sinz cos z + cos?
= 2(sin®z + cos?z) = 2

och ndmnaren kan férenklas genom
h(z)? = (sinz + cosz)” = sin’x + 2sinz cos T + cos’ z = 1 + sin 2z

Alltsa ges derivatan av f(z) av

2 2
(sinz +cosx)? 1 +sin2z

f'(@) =




b) For att se om det finns nagra lokala extrempunkter i intervallet berdknar vi forst
derivatan av funktionen g(z). Vi far enligt kvotregeln att

2+z)G+a2*)—-24+2)5+2*) 1-G+2%)—(2+2)(2z) 5—4dz—2?
(5 + 22)? B (5 + 22)? (a2

g(zx) =

Vi ser att derivatan #dr definierad 6verallt eftersom ndmnaren inte kan vara noll. Vi
en lokal extrempunkt maste darfor derviatan vara noll och dirmed

5—4r—22=0

Med kvadratkomplettering kan vi skriva detta som 5+ 4 — (2 + x)? = 0 och vi far
16sningarna som z = —2 4+ /9 = —2 4 3. Den ena losningen, £ = —2 — 3 = —5
ligger i intervallets vinstra &ndpunkt och den andra 16sningen, x = —2+43 = 1 ligger
i intervallet. Vi rdknar ut funktionens vérde i &ndpunkterna och i extrempunkten

z =1 och far
2+ (—H) -3 1

—5 = — = = —
IS = T T W
241 3 1
1:7:_:_
=53 =63
och 245 7
5 =212 L
90) = 575 = 39

Eftersom 1/2 = 15/30 > 7/30 > —1/10 dr funktionens storsta virde 1/2 och
dess minsta virde —1/10 pa intervallet —5 < = < 5. Derivatan har ett nollstélle
i intervallets vénstra dndpunkt och i den hégra dndpunkten dr derivatan g¢'(5) =
(5—4-5-5%)/(5+5%)? = —40/(30)* = —2/45 ~ —0, 044. Funktionen har ett nollstlle
i £ = —2 och skiirningen med y-axeln ges av g(0) = (2+0)/(5+ 0%) = 2/5 = 0, 4.
Allsta kan vi rita upp grafen som




c) Lat h(z) = Ca”® vara en exponentialfunktion dir C' # 0. Enligt definitionen av
derivata har vi
h(z + h) — h(z) Ca®™h —Ca® . Ca®(a" —1) . alh—1

e NN ¢ — | _ = -~ =
L iy

Om vi satter in £ = 0 1 detta far vi

a -1 a" -1
I _ . _ .
Oy = RN T =M
Alltsa kan vi ersétta gransvirdet
. oat—1
¢l

med h'(0)/h(0) och vi far da A'(z) = h(z)h'(0)/h(0), vilket skulle visas.
Svar:

a) Derivatan dr f'(z) = 2/(1 + sin 2z).
b) Det storsta virdet dr 1/2 och det minsta virdet &r —1/10.

a) Beriikna arean av det #ndliga omrade som begriinsas av parabeln y = 4 — 22
och linjen y = 1 + 2z. (3)

b) Anvind variabelbytet z = tant for att beriikna integralen
1
1
/ 5 dx.
o 1+
(3)

¢) Berikna arean mellan de tva kurvorna y = sin(z + a) och y = sin(z + b) pa ett
intervall som ligger mellan tva nérstaende skdrningspunkter. (3)

Lésning: a) Vi maste forst undersdka var kurvan skér linjen. Skirningspunkterna
ges av ekvationen
4—2%=1+22

dvs z? + 22 — 3 = 0, som med kvadratkomplettering kan skrivas som (z + 1) —4 =
0. Skérningarna dr dirmed vid x = —1 £ 2. Pa intervallet —3 < z < 1 ligger
andragradskurvan ovanfér linjen och arean av omradet mellan dem ges darmed av

T T

1 1 2 371
A :/(4—x2—(1+2:c))dx:/(3—2x—x2)dx=[3x—2———}
,3 L 2 3],

= (3-1 —21; - 1;) - (3-(—3) —2(_23)2 - (_;’)3>

=3-1- = (-9 49+ (=9) =




b) Nér vi utfor variabelbytet = tant far vi skalférandringen

. ! . .
dz = (tant)' dt = sin ¢ gt — (cost)(cost) — (sint)(—sint) gt — 1 it
cost cos?t cos?t

For att fa fram grinserna ser vi att ¢ = arctan x ger undre griansen arctan 0 = 0 och
ovre grinsen arctan 1 = 7/4. Vi kan nu beriikna integralen som

1 /4
1 1 1
/ dz :/ 57 dt
o 1+a? o l4+tan®t cos?t

Vi forenklar integranden genom

1 | I ~
1+ tan?t cos2t sin?t cos2t  cos2t +sin’t
cos?t

Darmed far vi att

1 /4 w4
1 1 1 xja T T
dx = . dt = ldt=1t],) ==-—-0=-.
/0 1+a22 " /0 1+ tan%?t cos®t A o 4 4

¢) Vi kan fa skidrningspunkterna mellan kurvorna genom

r+a=zxz+b+2mn

eller
z+a=m—(r+0b)+2mn

Eftersom det férsta bara kan intriffa om a — b = 27n ges skirningspunkterna mellan

kurvorna av
T a+b
T2
Vi kan vilja n = —1 och n = 0 och far da intervallet —7/2 — (a +b)/2 < z <
/2 — (a+ b)/2. Genom att gora variabelbytet = ¢t — (a + b) /2 far vi att arean ges

av

+7n

— (=cos (5 4+ 422) o con (5 + 552)) = (—cos (=5 + %) +cos (—F +252))
sin (437) —sin (%52)) — (= sin (432) +sin (%32)) = 4sin (43*)

under forutséttning att detta ar positivt. Annars ligger den férsta kurvan under den
andra och vi far byta tecken.

Svar:

a) Arean av omradet dr 32/3 areaenheter.
b) Integralens virde &dr /4.
c) Arean av omradet dr 4|sin((a — b)/2)| (=24/2 —2cos(a — b)).




