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e Inga hjilpmedel.

e Eftersom denna kurs ar valdigt teoretisk forutsétts det att att du mo-
tiverar dina l6sningar ordentligt med satser fran boken!

e Podnggranser: Avgors i samband med rattningen.

1. Lat 0 < ag < bg. Visa forst att

b
Vagby < 2%

2

Definiera sedan

n— b77.— .o
ap = \/Gn_1bpn_1, by = ab# for n=1,2,3,....

Visa till slut att lim,_, . a,, och lim, .. b, finns, samt att dessa grans-
vdrden dar lika!

Losning: Forst ser vi att

OS(\/b_—\/ao)2=b0+a0—2 apby <= Vapby <

Harur foljer det att

ag + bg
5

b bo+ b
aO:\/ao-a0<\/a0b0:\/a_1<a0—2F 0:b1< O;— O:bo7

det vill séga,

a0<a1<b1<b0.

Samma resonemang visar darefter att
ag < a1 < ag < by < by < b,
och allmént att
ap < a1 < <y < <by <.obp < by

for alla n.

Eftersom foljden {a,} -, siledes ar viixande och uppat begrénsad (av by
till exempel), finns A = lim,, o a,. Och da {bn}f;l ar avtagande och
nedat begrinsad finns B = lim,, .~ by,.

Om vi slutligen later n gd mot co i b, = (an—1 + bn—1)/2, sa ser vi att
B=(A+B)/2 < A=B.



2. Berdkna

n

. 1
A 2 o

k=1

Losning: Idén &r att betrakta 1/(n + k) som ytan av en rektangel med
basen = 1 och hojden = 1/(n + k).

Om rektangelns bas ligger mellan k — 1 och k, sa ser vi att rektanglarnas
union for k = 1,...,n ligger under grafen avy =1/(n+zx) for 0 <z <mn,

varfor
L1 " dx
PR .
Pl + z=0 N+ T
Om istéllet rektangelns bas placeras mellan k och k + 1, sa ser vi att

unionen av rektanglarna for k = 1,...,n ligger dver grafen avy = 1/(n+
z) for 1 <z <mn+ 1, och da far vi istéllet

LA | /”“ dzx
pPRLIES -
n+k =1 Nt+x

k=1

Tillsammans far vi alltsa
g LI | "d
e S
1 n+x  f=n+ k 0o Ntz
Men dessa integraler later sig latt berdknas:

" dr 2n +1
=l =
R CR e T

=In 2'n+1/2 :ln2—|—lnl+17/(2n)—>ln2déin—>007
n+1 14+1/n

och

" dx n 2n
/0 . = [ln(n + 2)]§ zln? =In2.

Inséttning i olikheterna ovan ger sedan att

<In2,

1+1/n 1
In2—ln— " —
TN T (2n) <kz::1n+k

och da n — oo visar instdngningsprincipen att

—~ 1
li =1In2.
LD B

3. Lat{an},—; vara en Cauchyféljd av reella tal. Bevisa attlim, . a, finns
genom att visa foljande hjdlpsatser:



a) Varje Cauchyféljd dr begransad.

(a)
(b)
(c)
(d) Om en delfolid {ay, }re, av en Cauchyfoljd {ay}, -, konvergerar mot
ett gransvdirde L, sa konvergerar hela Cauchyféljden mot L.

Varje begransad foljd har en hopningspunkt.

En hopningspunkt ar grinsvdrdet av en konvergent delféljd.

Lo6sning: Se ldroboken!

. Omy = f(x) och x = g(t) dr deriverbara funktioner, sa kan vi uppfatta y
som en deriverbar funktion av t:

y=rf(g(t) = fog(t)
I denna situation sager kedjeregeln att

dy _dy dx _ /

I - d' ().

W )0
Standardbeviset for denna regel ér foljande: t far ett tillskott At = x far
ett tillskott Ax = g(t+ At) — g(t) = y far ett tillskott Ay = f(z+ Ax) —

f(x) och
Ay Ay . Az flrx+ Az) — f(x) g(t+ At) —g(t)

At~ Az At Az ' At
— f(z(t))-¢'(t) da At (och dirmed Az) — 0.

Det finns ett problem med detta argument, namligen att ndmnaren Ax =
g(t + At) — g(t) kan ha nollstillen da At ar ndra noll.

Ge ett battre bevis med hjalp av féljande idé: Om

flz + Azx) — f(z)

e(z, Ax) = s

— f'(x) da Az #0,

sa ar uppenbarligen
lim e(xz, Az) =0.
Axz—0

Ddrmed inser vi att

Ay = f(x+Az)— f(z) = f'(x)Az+e(x, Ar)- Az med lim0 e(z, Az) = 0.

xr—

Skriv sedan Az = g(t+At)—g(t) enligt samma monster, sdtt in i uttrycket
ovan, och hérled sedan kedjeregeln utan att dividera med Az = g(t+At)—

g(t).
Losning: Med

Az =g(t+ At) —g(t) = ¢'(t) - At + e1(t, At) - At,



dar e (¢, At) — 0 nar At — 0, far vi

Ay = f(z+ Azx) — f(z) = f'(z) - Az + e(x, Az) - Ax
= fl(z)-[g'(t) - At + e1(t, At) - At] + e(z, Az) - [¢' (t) - At + €1 (t, At) - At
— @) g (1) At £(2) - et Ab) - At + el Ax) o' (1) - At
+ e(x, Ax) - €1 (¢, At) - At,

eller
Ay flz+Az) — f(2)
At At

= f(x)g'(t) + f'(x)e1(t, At) + e(z, Az) g (t) + €(z, Ax)er (¢, At).

Da At gar mot noll, gar ocksa Az mot noll, och vi far da

W _ piay (1) = Flalt) - ¢ (1)

dt
1
/ e” dx
0

som grdnsvdrdet av en Riemannsumma (och inte med hjalp av en primitiv
funktion!).

. Berdkna integralen

Losning: Dela in intervallet [0, 1] i n lika stora delar:

0 1 2 n—1 n
D=—"<—-<—=-<---< < —=1.
n o n o on n n

Undersumman horande till denna indelning blir

n—1

e N
Zen = EZ (en) = { enligt geometriska serien }
k=0 k=0
1 1—en l—e o e—1
n l1-en nl-1-2-ZL ) 1+414

Harur ser vi att

n—1

! ko1
/exdleim g en-—=e—1.
0 n—oo n
k=0
. For en viss konstant a dr integralen

/°° 2 a
o \z2+1 2241

konvergent. Bestdm detta a-vdrde, och berdkna motsvarande integral.



Losning: Eftersom den enda elaka punkten for integralen ar 6vre gransen
00, satter vi

/°° 2x a d . R 2x a 1 d
—_ = = lim —_— .
o \e2r1 2er1) PTREL ), \2r1 2 a2

Integralen fran 0 till R berdknas till

[In(a? + 1) — a/2 - In(z +1/2)]
=In(R*+1) —In ((R + 1/2)“/2) —Inl+a/2-In(1/2)

RZ+1 _a1n2
(R+1/2)a/2 2

=In

Har ar

R?+1 R? 1+1/(R?)

(R+1/2)*/2 ~ Re/2 (1+1/(2R))*/?

= RU=9)/2 . ( nanting som gar mot 1 da R — c0),

vilket gor att
R?+1 4—a
1 = -InR
Il<(R+1/2)a/2> 2
+ ( nanting som gar mot noll dd R — o).

Vi ser da att integralen blir konvergent endast om a = 4, och i detta fall

far vi - ) A
/ Q—x_— dex = —2In2.
0 ?+1 2x+1

z"

7. (a) Visa att Y07 | L3 dr likformigt konvergent pd intervallet [—1,1].
(b) Visa att 300 &= och 300 a™ dr likformigt konvergenta pd varje

n=1 n
intervall [—a,a] dir 0 < a < 1.
(c) Visa att Y ", fL—Z kan uttryckas som integralen av en viss elementdr
funktion pa intervallet (—1,1).

Losning:

(a) D& |z| < 1é&r|z"/n?l <1/n?, och eftersom Y - | 1/n? ir konvergent
(pa grund av att 2 > 1), sa siger Weierstrass M-test att - | 2" /n?
ar likformigt konvergent pa [—1, 1].

b) D& |z| < a, dir a < 1, &r |z|® < a"™, och eftersom Y °° . a" &r

( ) ) ’ n=1
konvergent (pa grund av geometriska serien), sa siger Weierstrass
M-test att Y-, 2™ &r likformigt konvergent pa [—a, a.
Yoo ™ /n konvergerar forstas fortare &n Y -, 2™, och &r darfor
ocksa likformigt konvergent pa [—a, a.



(¢) Theorem 22.6 siger att en potensserie kan deriveras termvis inuti det
6ppna konvergensintervallet. Sa pa intervallet (—1,1) far vi

oo n 0 n—1
B x , _ T
f(z)*n§:1ﬁ:>f($)*n§:1 n
o0 xn o0
! — L ! I n—1
= f)=3 T = @) =3
= 1
=1 2 3 :E: no_
+x+x° 4+ + nzosc =

dér geometriska serien har anvénts pa slutet. Eftersom z = 0 ger att
z- f'(x) =2, &™/n ér lika med noll, ger integration av (z - f'(z))’
att

In(1 —
v f(@) = —n(l — 2) = f'(z) = — 2L =T
T
Observera att
2 3
—In(1 — 4z .. 2
T x 2 3

ar snéll och valuppfostrad pa hela intervallet (—1,1), och speciellt i
origo!

Fran f(xz) = Y. 2™ /n? sluter vi att f(0) = 0. En sista integration
ger darmed att

_”ﬁ:_ T n(1 —t)
f(m)_;nz /0715 dt.



