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e Inga hjalpmedel.

e Eftersom denna kurs ar vildigt teoretisk forutsatts det att du motiverar
dina l6sningar ordentligt med satser fran boken!

e Podnggranser for betygen: Avgors i samband med rattningen.

1. Lata > 1. Visa att
an
lim — = 0.

Det wvill siga, ” n! vdizer fortare mot oo an a™ dan — oo”.

Losning: Om m ar ett heltal som ar storre an a, sa galler foljande néar
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2. Visa att

det vill sdga att
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\/I—i—\/i—i—-“—i—\/_%gn\/ﬁ da n ar stort.



Lo6sning: Idéen bestar i att skriva ), Vk som Py V-1, dar Vi
uppfattas som hojden och 1 som basen i en rektangel med ytan vk,
och sedan jamfora summan av rektangelytorna med ytan mellan grafen
av den vixande funktionen y = /x och z-axeln. Med hjélp av figurer
(rital) inser man dels att
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Tillsammans fas da att
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Om man nu later n — oo i den sista olikheten, sa ser man att >y, vk
kldms ihop mellan vardena 1 och 1, sa att

g VE
lim =~=——
. Lat a och b vara positiva tal med a < b. Sdtt xo = a, x1 = b, och lat
Tn—2 + Tn—1

T, = medelvdardet av x,_o och x,_1 = — 5 for n=2,3,....

=1.

(a) Visa att {x,}, ., dr en Cauchyfoljd.

(b) Berdkna lim,, o x,,.

Losning: Vi observerar forst att skillnaden mellan x,,_; och x,, ar liten
for stora n:

1 1
Tp — Tp—1 = §(xn—1 + xn—Q) — Tp-1 = _5(1:71—1 - xn—2)
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Sedan maste vi visa att skillnden mellan x,, och x,, ar liten da n > m
ar stora tal:

|~Tn - mm| S |xn - xn—l’ + -+ |xm+1 - xm'

O ()}
() (e () o

NOPIOREERORETEEE

— 0 da m — oo,

vilket visar att {z,}, , dr en Cauchyfoljd.

Déarmed vet vi att lim, .o, z, finns, och det aterstar att berakna detta
gransvarde. Genom att resonera som i borjan ser vi att

1 1\?2
Ty — Tp—1 — —5(.’]3”_1 — .flfn_2) = (—5) (gjn_2 — xn—S) — ...

_ (%)H (21 — z0) = (—%)n_l - (b—a),

varur foljer att

Tp = (Ty — Tpn1) + (Tn1 — Tp2) + -+ (x1 — x0) + 70

Da n — oo ser vi darmed att

1
1+1/2

2 2b

r, = a+(b—a)-

Observera: I och med att lim,,_,, =, finns, sa maste naturligtvis {a:n}go
vara en Cauchyfoljd, det vill sidga (a) foljer ur (b).
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4. Visa att

o0 n+1 1 1 1 1
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ar konvergent, men inte absolutkonvergent.

n=1

Losning: Vi har konvergens pa grund av Cauchys test for alternerande
serier, men inte absolutkonvergens eftersom

=1
Z — &r divergent da p < 1.
n=1 n
5. Awvgor for vilka varden pa det reella talet a som integralen
1t

(&
7a Ot
o 1

ar konvergent.

Losning: Integralen ar naturligtvis konvergent om a < 0. Da a > 0 ar
integralen ar elak i vanstra andpunkten ¢ = 0, varfor

ot
/ —dt—hm —dt

om det senare gransvardet finns. Observera att fe " vizer di € — 0; det

racker darfor att undersoka om fe "ar begrinsad da e — 0. Notera forst
att
0<t<1=1<e <€l

Lat oss betrakta fallen a < 1, a = 1 och a > 1 var for sig.

let 1 1
/—dtgel-/ t%dt =¢-lim | t%dt
o t° 0 =0 J,

t—a+1 1
=e-lim __° lim (1—€'7) = ‘ ;
—0|—a+1] ~1—a &0 1—a

a<1

eftersom 1 —a > 0.



1t 1
1

—dt>eo-/ ~dt =lim [Int]! = —limIlne = +oo.

t 0 t e—0

e—0

0

a>1:

t~ a+1]1

lim |
—a+ 10

- fimt a) =4
Ta—1 \Efeet =T

eftersom a > 1.

SLUTSATS: fol el -t~ dt ar konvergent om och endast om a < 1.

/ 2% dx
0

som gransvardet av en Riemansumma.

. Lat a > 0. Berdkna integralen

Ledning: >,_, k* kan berdknas genom att man summerar bida leden
1 1dentiteten
(k+1)° -k =3k* + 3k +1

fran k=1 till k = n.
Losning: Med indelningen

a 2a na
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av intervallet [0, a] ser man att

a n ]{7 2
/ 22 dx = lim <_a> L - lim — E k2
0 n—0 = n n n—oo N3

och det aterstar att berdkna >, _, k*. Vénsterledet i

n

D (e +1)* — &) —3Zk2+32k+21

k=1



7.

summeras till

n+1)°—n’+n*—(n—1>+- 43 -2°+2% - 17
=(n+1)°—-1=n"+3n>+3n,

medan hogerledet ar lika med

3. Zk:2+3 Zk+n—3 Zk2+3 n(n+1)+

3 5
=3-Y K+ -n’+-n.
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Jamfor man dessa resultat sa ser man att
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Harur sluter man att
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och darmed att
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(a) Formulera den vanliga Rollesatsen, och illustrera den med en figur.
(b) Visa foljande sats:

Antag att f”(z) finns pa [a, b], och att f(a) = f'(a)
Da finns det ett tal ¢ mellan a och b sa att f”(c) =

=0, f(b) =0.
O
(c) Visa féljande approzimationssats:

Antag att f”(x) finns i ett intervall I innehallande a. For varje
x € I finns det da en punkt ¢ mellan a och x sa att

£(@) = f@) + Fa)e —a) + 200 a2

Losning;:



(a) Vanliga Rollesatsen séger foljande:

f(z) kontinuerlig pa [a,b], deriverbar pa (a,b),
f(a) = f(b) =0= finns c € (a,b) sa att f'(c) =0.

(b) fla) = f(b) = 0 = finns ¢, € (a,b) sa att f'(co) = 0; f(a) = f'(co) =
0 = finns ¢ € (a, o) sa att f’(c) = 0.

(c) Fixeraettz € I. Lat C vara en konstant, som vi ska vélja pa ett lampligt
satt senare, och betrakta andragradspolynomet

Pt) = f(a) + f'(a)(t —a)+C - (t —a)*
Da ar P'(t) = f'(a) +2C - (t — a), sa att
P(a) = f(a), P'(a) = f'(a).

Vidare ar P(z) = f(a) + f'(a)(x —a) + C - (x — a)?, vilket ar lika med
f(z) om vi véljer C' som

Om vi sedan later g(t) vara skillnaden mellan f(t) och P(t), sa ser vi

att
g(t) = f(t) = f(a) = f(a)(t —a) = C- (t — a)?,
g'(t) = f'(t) = f'(a) —2C - (t — a),
g"(t) = f"(t) —2C,

och att g(a) = ¢'(a) = g(x) = 0, varfor det enligt (b) finns nagot ¢
mellan a och z sa att 0 = ¢”(c¢) = f”(¢) — 2C. Detta betyder att

o 1)

2

Inséttes detta virde i f(x) = P(x), sa ser vi till slut att

f"(c)
2

fx) = P(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + (z—a)”.



