Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark.

Tentamen och 16sningsforslag till 5B1137 Reell analys I for F1,
060602, k1. 8.00 — 13.00.

e Inga hjalpmedel.

o Betygsgranser: Satts i efterhand. Resultatet av eventuella hemtal
inverkar naturligtvis pa betyget.

1. Lit ay = V7 och ay, = /T + an_1 din > 2. Visa att lim,_. a, finns
och berakna detta gransvarde.

Lo6sning: Visa forst pastaendena P, : a,.1 > a, med induktion.

Plzagz\/7+\/7>\/7:a1.

P, = Pyi1: Gyy1 > Gy = Gpio = /T F i1 > V7T + ay = Qpy1.

Till slut: P, sant = P, sant = P3 sant — ..., det vill siga alla
P, galler.

Foljden ar uppat begransad av 5 till exempel, for om a,, vore storre an
5 for nagot n sa skulle

(Qpt1 — ap)(Gpi1 +ay) = aiﬂ —a:=T+a,—a’
=7+1/4— (a, —1/2)> <0 = a,1 < a,: FEL!

{a,} 7, vixande och uppat begrdnsad = lim,,_.; a, = A finns. Later

man n — o0 i a, = /7 + a,_1 sa fas

142
A:\/7+A:>A2—A—7:0:>A:T\/_9.

Da A > 0 fas till slut att

1 2
A= liman:+—m.

n— oo 2



2. Berdkna Abelsumman av1 —2+3 —-4+5—....

Paminnelse: Om Y " a,z" = f(z) da|z| < 1 och f(z) dr kontinuerlig
iz =1, sa dar Abelsumman av Y " ay lika med f(1).

Lo6sning: Vi vet fran geometriska serien att

1
D (—2)r = da |z| < 1.

—~ 1+x

Eftersom potensserier kan deriveras termvis inom konvergensomradet
visar detta att

d
flz)=1—2r 432> — 42 + 52" — ... = 3 —(r -2+ -2t +..)
x
d - d 1 1
L _) ) = - = da 1.
dx( ;( QJ)) drltz (tazp 2l <

Hérur foljer att Abelsumman é&r lika med f(1) = 1/4.
1
/ z- |1 =2z e dz.
0
Losning;:

1
/ z-|1—2z]- e dz
0

1/2 1
= / z(1 — 22)e* =) dg + / z(2z — 1)e”179) dg
0

1/2
{sétt r=1—t, t=1—x, dr=—dtiandra integralen }

/ )ett= dt 4 /0 (1—1t)(1 —2t)eT D d(—t)

0 1/2

1/2
/ (t+1—1t)(1—2t)e " dt = / e (1 — 2t) dt
0 0
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3. Berakna integralen



4. Definiera den naturliga logaritmen genom
T dt
lnac—/ — dazxz>0.
1t

Visa utgaende fran detta att Inx uppfyller logaritmlagarna
(a) In(ab) =Ina + Inb.

(b) In(1/a) = —Ina.

(¢) In(a") =rIna dar Q.

Losning: (a)

@ dt “dt - [*dt t
In(ab) = — = — —={u=—-,t= dt =ad
n(ab) /1 ; /1 . —0—/@ . {u o au, adu}

b
=1Ina+ @zlna—i—lnb.
1 au

(b)

1
1111:/ %:0:>0:1n(a-1):1na+1n1:>
1

a a

In(1/a) = —Ina.

(¢) dam och n ar heltal fas

1
Ina=1In ((al/")") =n-In(@/") = Ina’") = = - Ina =
n

In(a™™) = 1In ((al/”)m) =m-In(a"/") = " 1.
n

5. Antag att funktionerna {u,(x)}," dr kontinuerliga pa intervallet [a, b],
och att

Zuk(:r) — f(x) likformigt dér da n — oo.
k=0

(a) Visa att

i::/abuk(x) dr = /abf(x) dz.
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Losning: Givet ¢ > 0 finns N = N(e) sa att | > ;_,ug(x) —
f(z)| < e for alla x € [a,b] da n > N(e). Hérav foljer det att

/ab (kiuk(x)—f(x)> d s/ab

<e-(b—a) da n> N(e).
(b) Visa att Y _, " konvergerar likformigt mot (1 — z)™' pa varje
intervall [—a,a] dar 0 < a < 1, och anvind detta for att visa att

dx

> un(z) = f(2)

o 2+l
t =S -1)" .
arctan x RZ:O( ) 1

Losning: Vi har

- 1 T
k .
E = — 1.
T T~ 7 1—= da ]x\ <
k=0

Da |z| < a ar

T n+1

—0 da n— oo,

l—z|  1—a

sa givet € > 0 finns N = N(e) sa att

n

I
11—z

k=0
Genom att anvinda det som visats ovan fas sedan att
arctanz = = —t\" dt

| - [ X
n=0
(e e}

2n+1

r x
= E —1)2" dt = E 1" da 1.

n—

<e da |z[<a och n>N.

6. Lat f(x) vara en odndligt deriverbar funktion pa R med egenskapen att

f™(z) — L(z) likformigt di n — co.



Visa att 1 sa fall maste L(x) vara en multipel av exponentialfunktionen.

Losning: Vi har a ena sidan att
[ 10 = 1w - @) — 1) - Lia),

och a andra sidan, pa grund av den likformiga konvergensen, att
Tim ) fO(t) dt = / ’ Tim f™at = / ’ L(t) dt.

Saledes ar L(z) — L(a
En 16sning &r L( )=

) = [ L(t) dt; deriveras detta fas L(z) = L'(x).
0 for alla xz. Om L(x) # 0 ar

L’(x)_ n|L(z)| ==z 1) = £ - e”
L(x)—1<:>1|L()] +C <= L(z)==+ ,

det vill sdga L(z) = konstant - e”.

7. Skriv om problemet
Z_z = f(x7 y)’ (*)
y(xo) = yo

som en integralekvation, och anvind sedan denna for att definiera de
successiva approximationerna i Picard’s lésningsmetod av (*).

Berdkna ddrefter Picardapproximationen ys(z) till problemet

@=1+17
y(0) = 0.

Losning: Fran (*) fas att

Zo

Utgaende fran detta definieras Picardapproximationerna y,(z) av yo(x) = 3o
och

Yn(r) = y(0) + /x flt,yn_a(t))dt da n>1.
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For problemet
W =142,
y(0) =0
fas yo = 0 och y, = [ (1 +y2_,(t)) dt. Det vill saga:

ylz/ 1dt =z,
0

T IB
y2:/ (1+tH)dt =2+ —,
0 3



