Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark.

Tentamen i 5B1137 Reell analys I for F1,
07-05-31, kl. 8.00 — 13.00.

e Inga hjalpmedel.

e Du som har klarat lappskrivning i (i = 1,2, 3) har autaomatiskt klarat
tal i.

e For godkant betyg kravs att man klarat ungefar halften av talen.

1. (a) Lat {a,},., vara en foljd av reella tal. Definiera vad som menas
med att
lim a, = oo.

n—oo

(b) Lat a > 1. Anvénd definitionen ovan for att visa att

lim a" = oo.

n—oo

2. Talfoljden {a,} -, &r definierad pa foljande sitt:
2a, — 1

a; =2 och a, = forn=1,2,3,...

n

Berakna lim,,_,oc ap,.

3. (a) Forklara pa enklast mojliga sétt varfor serien
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1
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ar konvergent.

(b) Berdkna denna series summa — till exempel med hjélp av par-
tialbraksuppdelning.



. Berakna gransvardet
y (z — sinz)?
im ——
z—oo (cosha — 1)3
dér cosha = (e* + e *)/2. MacLaurinserierna for sinz och e* antas
vara kinda, och behover alltsa inte hérledas.

J:/Oo dr
o r3+1

. Lat a vara en positiv konstant. Berakna volymen av den rotationskropp
som fas genom att rotera grafen av funktionen

. Berdkna integralen

y(x) = / e sin(xt)dt, —oo <z < 00,
0

runt z-axeln.

(a) Funktionerna f,(x) &r definierade da > 0 genom

2
n = — {0 :1,2,3,....
ful(z) perp— or n
Visa att f(x) = lim, . fn(x) existerar punktvist, och att f(z) ar
kontinuerlig for alla z > 0 utom i z = 1.

(b) Lat {f,(x)} =, vara en f6ljd av kontinuerliga funktioner pa inter-
vallet (a,b), och antag att

fn(x) — f(x) likformigt pa (a,b).
Visa att da ér ocksa f(x) kontinuerlig pa (a,b).

. Syftet med detta tal ar att visa hur man kan definiera tanx utan att
forutsatta nagra kunskaper i trigonometri. Det ar alltsa inte tillatet
att anvanda sig av trigonometriska funktioner och deras inverser i
deluppgifterna (a)—(e) nedan.

Toodt
A(x>:/0 1+

ar valdefinierad for alla x € R (det vill sdga, integralen &r konver-
gent da x — 400) och att A(x) ar udda.

(a) Visa att funktionen

2



(b) Visa att A(x) ar strikt vixande.

(c) Satt
Uodt
—4. "
v=4 [ T

/°° dt /1 dt
A A L
och slut harur att

Ax) — :I:g da z — t+oo.

och visa att p < 4.
(d) Visa att

(e) Eftersom A(x) vaxer strikt fran —p/2 till p/2 da x gar fran —oo till
oo sa finns inversfunktionen y = T'(x) pa intervallet (—p/2,p/2):

y="T(zr) < —§<y<gochx:A(y).

Visa att T'(x) = 1+ T?*(z), och dra sedan slutsatsen att T'(z)
véxer strikt fran —oo till co da x véxer fran —p/2 till p/2.

(f) Eftersom A(z) &r udda ar det tillrackligt att forsta denna funktion
da x> 0.
For att anknyta till trigonometrien berdknar vi A(z) for icke-
negativa x pa foljande satt:
Infor vinkeln 6 i en ratvinklig triangel med motstaende kateten
= t, narliggande kateten = 1 och hypotenusan = /1 + t2. Da ar
6 en funktion av ¢, ndmligen 0(t) = arctant. Vidare ar

1 df
cosf = ﬁ’ t =tanf, och dt = 020
Visa att
codt
A(z) = = f(z) = arctan z,
o 1+t
sa att T'(x) = tanz. Visa dessutom att p = 7 genom att se

vad som hander med den ratvinkliga triangeln da den motstaende
kateten blir odndligt lang.

Lycka till!
Olle.



