Losningar till Tentamen i 5B1138 Reell analys IT 2004-04-13

1) a) Funktionen f : R* — R™ é&r differentierbar i punkten a € R” om det finns en
m X n-matris A sadan att f(a + h) — f(a) = Ah + R(h) dar ||R(R)||/||h|| — 0 d&
||h|| — 0.

b) Antag att f &r differentierbar i a. Da géller ||f(a + h) — f(a)|| = ||[Ah + R(h)|| <
[|All||h]| + ||R(R)|| som gar mot 0 da ||h|| — O eftersom ||R(h)||/||h|| — 0. Detta
visar att f ar kontinuerlig i a.

2) I (z,y) har ¢ den totala derivatan

9, 0
S = (T2 T "5 )
’ V5 1+2yg(z,y) + y*50

Alltsa &r ¢'(0,0) = I, identitetsmatrisen, och &r inverterbar. Inversa funktionssatsen
ger att ¢ dr inverterbar i en omgivning av (0,0). Vi har ocksa att

(#7)'(0,0) = (71)'((0,0)) = (¢'(0,0)) " = TI.

Svar: Inversens totala derivata i origo ar 1.

3) Avstandet fran punkten (z,v, 2) till planet z+y+2—4 = 0 ges av |z +y+2—4|/V/3.
Vi vill alltsd maximera f(z,y,2) = (z +y + z — 4)?/3 under bivillkoret g(z,y, z) =
22 +2y?+42°—1 = 0. Observera att ¢'(x,y, z) = (22 4y 8z) har maximal rang = 1 pa
hela ellipsoiden. Extrempunkten dr darfor en kritisk punkt till Lagrangefunktionen
vilket ger ekvationerna 2(z +y + 2z —4) — 22X =0, 2(z +y + 2z — 4) — 4y = 0,
2x4+y+2z—4)—8A=0. Om A =0farviz+y+2z =4, dvs. en punkt i
planet vilket inte kan ge maximalt avstand. Alltsa ar A # 0 och ekvationssystemet
ger x = 2y = 4z. Insatt i bivillkoret ger detta z = 41/2/7. Vi far tva kritiska
punkter 4(2//7,1/v/7,1/2v/7) och vi ser att stérsta avstindet ges av | — 2/y/7 —
1/VT—1/2V7—4|/V3 = (8 +VT)/2V3.

Svar: Storsta virdet dr (8 ++/7)/2v/3.

4) Planet skir ytan da (z —2)*>+ (y—2)*> = 4(6 —z —y), dvs. d& 2? +y? = 16. Sitter
vi D = {(z,y); 2* + y* < 16} blir volymen

//D (6—x_y_(90—2)2:(y—2)2>dxdy=%//[)(16—x2—y2)dxdy.

Infor vi poldra koordinater far vi

1 2m 2
—/ / (16 — r¥)rdr | df = 14x.
4 Jo 0




Svar: Volymen ar 14m.

5) Satt F1($,y) = %, FQ(.T,y) = —m Da géil]er, om (.T,y) 7é
(1,1),

OF,  (z—1°—(y—1®  0F
oy ~ (-1 (-1 o

Eftersom (Fy, F) dr C' innanfor C; si ger Greens formel att

F, OF
/ Fidz + Fydy = // (Q — @) dzdy = 0.
Ci z2492<1 o0x 8y

Lat T vara en cirkel med radie 1 kring (1,1). (Fy, F) dir C' i omradet mellan T och
C4 och pa dessa kurvor. Greens formel tillimpad pa detta omrade ger

/F1d$+F2dy:/F1d$+F2dy

Ca r

Parametrisera I' genom £ =14 cosf, y =1 +sinf, 0 < 6 < 27. Vi far

2w
/ Fidz + Fody = / (sinf, — cosf) - (—sin b, cos f)df = —2r.
T 0

Svar: 1(1) =0 och I(2) = —27.

6) Utan inskrankning kan vi placera centrum for den sfiriska cirkelskivan i nordpolen.
I sfariska koordinater, + = cosfsin ¢, y = sinfsin ¢, z = cos ¢, beskrivs den da av
0 <60 <2m0< ¢ <r, eftersom avstandet fran nordpolen till (z,y, z) ar precis
¢ (baglingd pa storcirkeln). Areaelementet i sfiriska koordinater ges av sin ¢pdfde,

varfor
r 2w r
A(r) = / (/ sin ¢d0) do = 27r/ sin ¢do
0 0 0

= 27m(1 — cosr).
MacLaurinutveckling av cosr ger cosT =1 —72/2 +r*/24 + O(r%). Alltsa ar

rd

A(r) = 2m (T— SR O(r6)> =mr? — 5 T o(r®),

vilket ger Z2r=4(wr? — A(r)) = 14 O(r?), och det sokta grinsviirdet foljer.
7) Lat N = (Nl,NQ,NP,) och F = (Fl,FQ,F3). Da ar

N x F = (NoF3 — N3Fy, NIy — N1 F5, N1 F, — Ny Fy).



De tre komponenterna kan skrivas (0, F3, —F3) - N, (—F3,0, F1)-N resp. (—F}, F5,0)-
N. Observera att (div (0, F3, —Fy),div (—F3,0, F}),div (= F, F5,0)) = curl F. An-
vinder vi nu Gauss’ sats pa varje komponent ser vi att

// NdeS:///curleV.
a0 Q

(Se ocksd Adams s. 971.).

8) a) Derivering av T - T = 1 m.a.p. s ger 2T - % =0, vilket ger N-T =0, dvs. N
ar ortogonal mot T.

b) Derivering av definitionen av N ger

! 2
IN_ Ry, 1 &T
ds K(s) K(s) ds?

Eftersom T, N ar en ON-bas géller

dN dN dN
o =(T- %)T—i—(N E)N (2)

Derivering av N- N =1 ger N - &¥ = 0. Det féljer fran (1) att

dN 1 d*T
A~ i 3
ds  k(s)  ds? ()

0 eller T - —T = —r(s)? enligt

Derivering av << - T = 0 ger |[4[]> + T -
ger —k(s), och av (2) foljer nu den

definitionen av krokningen. Formeln (3) ge
sokta formeln.

2T _
=
dN

r T ds

9) Vi anvéinder kedjeregeln

dg 8f8u+8f8v
O  Oudxr  Ovoxr

Derivering en gang till ger

@_ af 8u+8f82 L9 8f 8U+3f82
0x2 0z \Ou) dx ' Ou 0z2 8x ov ) 0x ' Ov Ox2
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P4 samma satt

Qg _0F (0u\, PL (00 (u) |, 0f
dy?  Ou? \ 9y ovou \ Oy Oy ou Oy?

O%f <8u) <81}> % f (6v>2+8f62
+8u8v dy ) \ oy +@ dy ov Oy?’
0 a
f of \ (1)

() +(5) ot
2 () () (3—3) (Z—Z)J |

Av 6—“ = 2 och ‘9“ = —% foljer

L ®Eme-

2
Dessutom foljer 5z = a‘zgy = 6y6z = g— Au = 0. Pa samma sitt visas

Av = 0. Vi har dessutom antagit att Af = 0. Alltsa ar hogra ledet i (4) = 0, dvs.
Ag = 0.

Addition ger

Ag = Af+




