Losningar till Tentamen i 5B1138 Reell analys 11 2004-06-01

1) a), b) Se boken.

2) Sétt f(x,y) = 2> +y+sinzy. DA ar g—i = 1+ cos zy och %(0,0) =1+ 0. Enligt
implicita funktionssatsen &r f(z,y) = 0 ekvivalent med y = g(x) i en omgivning av
(0,0), diir g &r C' i en omgivning av z = 0. Deriverar vi f(x,y) = 0 implicit far vi

2z +y' + (zy' +y)coszy =0
dvs. ¥ = ¢'(z) = — (22 — ycoszy) /(1 + z cos zy).
Svar: ¢'(x) = — (22 — ycoszy)/(1 4+ z cos xy).

3) Vi kan konstatera att 2zy < 2®+y?, varfor 2> —zy+y’>+1 > (2 +y*)+1 > 0,58 f
har inga singuliira punkter utan ir C' i hela R?. Det foljer ocksa att (r = /22 + y?)

13z + 2| < 3r+2

[flz,y)| < (22 +y?)/2+1 ~ r2/2+1 ”

da r — oo. Vi soker kritiska punkter till f. Detta ger ekvationerna
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Den forsta ekvationen ger —3z% + 3y? + 3 — 4z + 2y = 0 och den andra z = —3/2
eller z = 2y. Insatt i den forsta ekvationen ger detta y* + 2y/3 + 3/4 = 0, som
saknar reella 16sningar, resp. y? + 2y/3 — 1/3 = 0, som har 18sningarna y = —1 och
y = 1/3. Kritiska punkter ar (—2,—1) och (2/3,1/3). Nu dr f(—-2,—1) = —1/2 och
f(2/3,1/3) = 3.
Svar: Vardeméngden dr [—1/2, 3].

4) Eftersom R? #r enkelt sammanhiingande dr ett nédvindigt och tillréickligt villkor
for att F ska vara konservativt i R? att 2 (ba?y?) = a%(:r:y“), dvs 2bzy? = azy* !
for alla (x,y). Detta ger a = 3 och b = 3/2. Vi séker en potential ¢. g—f = x1® ger

d(z,y) = %x2y3 + g(y), vilket ger g—ﬁ = %:UQyZ + d'(y), dvs. ¢g(y) = C. Vi kan vilja

C =0, sa att ¢(z,y) = 32°y>. Linjeintegralen ges nu av ¢(1,2) — ¢(0,0) = 4.
Svar: a = 3,b = 3/2; linjeintegralen—4.

5) En parametrisering av kurvan ges av x = acosf, y = bcosf, 0 < § < 7/2. Enligt



definitionen blir linjeintegralen
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Svar: 05 (0 + ab+ b%).

6) Overgang till poliira koordinater ger att integralen ges av
R o R
lim (/ 3 cos? He_rd0> dr =7 lim rie"dr = 6.
R—o0 [ 0 R—oo J

Svar: 6.

7) En parametrisering av ellipsen ges av r(t) = (acost,bsint,0), 0 < ¢ < 27 om
vi ser den som en kurva i R®. derivering ger r'(t) = (—asint, bcost,0) och r"(t) =
(—acost, —bsint,0) vilket ger ||’ (t) x " (t)|| = ab, och [|r'(2)|| = Va2 sin® t + b2 cos? t.
Krokningen ges alltsa av

ab
(a?sin®t + b2 cos?t)3/2

k(t) =

Denna blir maximal nir a?sin?t + b%cos? t = (a? — b?) sin® ¢ + b?, &r minimal, vilket
intriffar da sin?t = 0, dvs. ¢t = O eller ¢t = 7, dvs. i punkterna (£a, 0). Den maximala
krokningen blir ab/b® = a/b?.

Svar: Den maximala krékningen dr a/b?.

8) Lat  vara cylindern z? + 22 < 1, a < 23 < b. Enligt Gauss’ sats giller da

// curlv-N = /// div(curl v)dV = 0,
) Q

eftersom div(curl)=0. L&t D, vara cirkelskivan z? + 73 < 1, 3 = a. Eftersom
0 =8+ D, + Dy ricker det att visa att

// Curlv-N+// curlv-N = 0. (1)
Dq Dy



Vi ser att
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Eftersom v; och vy €j beror pa x3 dr de bada integralerna i de hégra leden lika och vi
ser att (1) géller.

och

9) De givna relationerna ger

OF; 0F, OF, 0OF; 0F, OF
oy 0z’ 0z 0x 0x Oy

och

OF, OF, 0F,
Ox + Oy + 0z =0

Den sista relationen ger
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dvs. AF; = 0, dér vi utnyttjat de forsta relationerna i den andra likheten. AF, =
AF; = 0 visas analogt.



