Losningar till Tentamen i 5B1138 Reell analys IT 2005-04-25

1) a) Se boken s. 718.

b) T. ex. f(z,y) = 2zy/(x? + y?), d& (x,y) # (0,0) och f(0,0) = 0. Da &r f
begrinsad, ty |2zy| < z? + y?. Eftersom f &r en rationell funktion &r det klart att
den &dr kontinuerlig utanfér origo. Observera att f(0,z) = f(z,0) = 0 for alla = sa
bada partiella derivatorna existerar trivialt. Daremot géller att f(z,x) =1 om x # 0,
varfor f ej dr kontinuerlig i origo.

2) Vi bestdmmer de storsta och minsta virdena for f i omradet. Eftersom omradet,
en ellipsskiva, dr sammanhingande och kompakt, samt f dr kontinuerlig, s antar
f alla virden mellan minsta och storsta virdet, och dessa virden antas nagonstans
i omradet. Betrakta forst kritiska punkter. % =1—-2z =0 ger x = 1/2 och
g—i = —2y = 0 ger y = 0. Punkten (0,1/2) ligger inuti ellipsen; f(0,1/2) = 13/4. Vi
maste ocksd studera f pa randen. y? =1 — 222 ger g(z) =3+ 2 — 22 — (1 — 222) =
24z +22 dirz € [-1/v2,1/v2]. ¢'(z) = 0 ger x = —1/2, vilket ger y = +1/1/2;
f(=1/2,4£1/v/2) = 7/4. Aterstar att betrakta éindpunkterna till z-intervallet, z =
+1/4/2. Detta ger y = 0 och f(1/v/2,0) =5/2+1/v/2, f(—=1/3/2,0) = 5/2 — 1//2.
Vi ser att 7/4 < 5/2 — 1/v/2 och att 5/2 4+ 1/v/2 < 13/4.

Svar: Vardeméngden &ar [7/4,13/4].
3) Villkoret F = grad ¢ ger ekvationerna

0 0
o =il 5 =2 (2),

9 _

o = fE) (2t -y,

Integration av den forsta ekvationen ger ¢ = (z2+y?)zf(2)+g(y, z) for ndgon funktion
g(y, z). Den andra ekvationen ger nu g—z =0, dvs. g(y,z) = h(z) for nagon funktion

h. Deriverar vi var formel for ¢ och sitter in i (3) far vi

(@® + ") (f(2) + 2f'(2)) + 1 (2) = 2°f(2) — (a” + y*) f (2).

Dett ar uppfyllt om A'(z) = 22f(z) och 2f(z) + zf'(z) = 0. Detta kan skrivas
f'(2) + 2f(z) = 0 och vi ser att detta &r uppfyllt om f(z) = C/z%. Vilj C =1 och
vi far h'(z) = 1, vilket ger att h(z) = z &r ett mojligt val. Med detta val av f(z) blir
F konservativt med potential ¢(z,y,2) = (z? + y? + 22) /2.

Eftersom F &r konservativt i D sa ar kurvintegralen I lika med skillnaden i potential
i de tva dndpunkterna, I = ¢(1,1,2) — ¢(1,0,1) =1

Svar: Vi kan ta f(z) = 1/2% och en potential ges da av ¢(z,y, 2) = (22 + y? + 2?) /2.
Den sokta kurvintegralen = 1.



4) Sétter vi z = u/+/a, y = y/v/b ser vi att den s6kta integralen I kan skrivas
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darD’ = {u® + v? < 1}. Vi kan nu byta till polira koordinater och fa
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5) Enligt Stokes’ sats &r

Swvar:

// curl F - NdS = rydx + 222dy + ydz.
s 88

Har skall 0S genomlopas i positiv led sedd fran spetsen av N. Randekurvan 0S8
bestar dels av halvcirkeln Ci: 22+ 92 =1, 2 = 0, z > 0, genomldpt sa att y viixer,
dels av parabelbagen Cy: 2 = 1 —92, 2 =0, 2 > 0, genomldpt si att y avtar. P3 Cy &r
x = 0 sa alla komponenter i vektorfiltet = 0 varfor integralen lings denna del = 0.
Parametrisering av C; ger
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Svar: 5

6) En utatriktad enhetsnormal N till S ges av N = (z1, 29, 3). Integralen kan darfor
skrivas

I= /Sgradf -NdS = /Bdiv (grad f)dV :/ A fdV,

B

diir B ir enhetsklotet 22+ 2 +22 < 1. Hér har vi anviint Gauss’ sats. En riikning ger
div (fgrad f) = ||grad f||?> + fAf. Vara antaganden ger nu 10f = 4f + fAf, varur
Af =6, eftersom f # 0. Insatt i formeln for I ovan ger detta I = [, 6dV = 8.

Svar: 8w

7) a) Eftersom V - (V x F) = 0 for varje vektorfilt F ger ekvationen V x (V x A) —
K’°A =0att k°V-A=V-(Vx(VxA))=0. Da k # 0 ger detta V- A = 0.



b) Vi vet enligt a) att V- A =0, dvs
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dér vi utnyttjat relationen ovan
k?A = 0 ar darfor —AA; — k%A, =
1=12,3.

8) Enligt satsen om diagonalisering av
Y1, - - -
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dar alla egenvirden A\ < --- < A\, &r
att ||z|| = ||y|| etersom variablelbytet
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for sma ||y||. Om ||y|| &r tillrdckligt litet géller |R(y)| < A1/2, ty R(y) — 0 da

lly|| = 0. Alltsa
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. Forsta komponenten i ekvationen V x (V x A) —
0. Pa samma sitt visas AA; + k2A4; = 0 for

kvadratiska former kan vi vilja nya koordinater
, Yn s& att () i de nya koordinaterna far formen

= My; 4+ + Ay,

> 0 eftersom @) ar positivt definit. Det giller
x = Oy ges av en ortogonal matris O. I de nya
ma beteckning for funktionerna)

+ Q) + |[ylI*R(y).
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om y # 0 och ||y|| &r litet. Detta ineb

ar att f har ett lokalt minimum i 0.



