Losningar till Tentamen i 5B1138 Reell analys 11 2005-08-27

1) a) Vektorfiltet F &r konservativt i Q om det finns en C' funktion ¢ : QO — R sadan
att F = grad ¢.

b) Om F ér konservativt finns ¢ : Q — R si att F} = g—i, = c’?_:i' Eftersom F &r
C"' ar ¢ C? och

oFy 9% ¢ OF
Ory  Orydx;  Ox10r9 Oy
Svar: Ett nodvandigt villkor for ett konservativt vektorfalt &r g—f; = g—ff.

c) Vektorfiltet ar ej konservativt. Lat C vara enhetscirkeln tagen ett varv i positiv
led. Om F vore konservativt i hela R* \ {0} sa skulle [, F -ds = 0, eftersom C &r en
sluten kurva. Men

2T
/F ds = / (—sint,cost) - (—sint,cost)dt = 2.
c 0

Denna motsagelse visar att F ej ar konservativt.

2) a) Se boken s. 503.

b) Punkterna (+1,4+2) maste ligga pa ellipsen vilket ger bivillkoret 1/a* + 4/b* =1
och problemet &r att minimera mab under detta bivillkor. Bilda Lagrangefunktionen
L(a,b,\) = mab — \(1/a® + 4/b). Att de partiella derivatorna med avseende pa a
och b ska vara = 0 ger ekvationerna b + 2\/a® = 0 och wa + 8\/b® = 0. Det foljer
att 4ma*b = —8\ = wab?, dvs. 4a® = b%. Alltsd dr b = 2a eftersom a och b bada
4r positiva. Bivillkoret ger nu 2/a> = 1, dvs. @ = v/2. Den minimala arean #r

™2 2v/2 = 4r.

Svar: 4.

3) Sitt F(z,y, 2) = x+y+z— f(23+y>+23). Vivill visa att IF/0z # 0 for alla (v, y, 2)
som uppfyller (1). Slutsatsen foljer da av implicita funktionssatsen. Derivering ger

or
0z
Kala hogra ledet for A. Da f dr strikt avtagande géller f' < 0, varfor 0F/0z > 1, ty

2?2 > 0. Derivering av (1) m.a.p. = och y ger

1+ % = f'(2® +y* + 2%) (32 + 322 =

1— fl(2® +y* + 2%) - 322

9,
1+ a—; = f'(2® + y* + 2*)(3y* + 322 =



varur

() A% =322 f'(2® +y* + 2%) — 1
0z 2400103 3 3
(%) Aa—y:?)yf(x +y° +2°) — 1L

Multiplicera bada ekvationerna med 2% och substituera 32%f"(z® + y3 + 23) = 1 — A.
Detta ger

AZQ% =2%(1-A) -2 | Azzg—z =y (1 — A) — 22
Subtraktion ger A22(% — g—;) = (y* — 2?)(1 — A). Multiplicera (*) med y? och (*x)
med z? och subtrahera. Detta ger A(y?2%: — x2g—;) = —y? + 2%, Adderar vi dessa

ekvationer och dividerar med A > 1, sa far vi den s6kta ekvationen.

4) Infér nya koordinater u = y+x, v = y — x. I de nya koordinaterna blir D omrédet
lu| < a, |v] < a. Jacobianen &r

Integralen blir

Svar: a(e® —e ).

5) Vi utnyttjar identiteten V x (¢V)) = ¢V x (Vo) + Vo x Vi) = Vo x Vi) eftersom
V x (V¢) = 0. Da F och G &r konservativa s finns potentialer ¢ och 1 sa att
F = V¢ och G = V. Identiteten ger F x G = V¢ x Vi =V x (¢V1)), s& att ¢V
ar en vektorpotential till F x G och V- (F x G) = V - (V x (¢V¥)) = 0 eftersom
div(curl)=0.

6) Flodet genom ytan S med utariktad normal N ges av

J|[7 s = [[[ aivrav

dar likheten dr Gauss’ sats. Hogerledet &r

/// (44 62%2 — 22 — 22 — 62%2 — 4y?)dadydz = /// (4 — 2 — 4y* — 2*)dadydz.
K K

For att denna integral skall bli maximal ska vi vilja K s att integranden &r > 01 K
och < 0 utanfor K, dvs. K = {(z,y,2); 2% + 4y + 2? < 4}.

Svar: S ska viljas som ellipsoiden 2 + 412 + 2% = 4.



7) Krokningen definieras av x(s) = [|dT/ds||, dar T &r enhetstangenten till kurvan.
Om k(s) = 0 &r alltsa dT/ds = 0, dvs. enhetstangenten ar konstant = v. Om r(s)
ar parametriseringen av kurvan m.a.p. bagliangden ar dr/ds = T = v. Det foljer
att r(s) = vs + u, dir u &r en fix vektor. Detta ar parametriseringen av en rét linje
genom u med riktningsvektor v.

8) Enligt Gauss’ sats &r

// F-NdS:/// divFdV,
S(a,r) B(a,r)

dir B(a,r) &r slutna bollen med centrum i a och radie . Eftersom F &r C' i en
omgivning av a, si dr divF en kontinuerlig funktion i B(a,r) om r &r tillrickligt
liten. Satt
M(r)= sup divF(x)
z€B(a,r)
m(r) = inf divF(x).
z€B(a,r)
Dessa viirden antas i nagra punkter b resp. ci B(a,r) eftersom div F dr kontinuerlig i
den kompakta mingden B(a,r). Av kontinuiteten foljer ocksa att M(r) = divF(b) —
divF(a) d& r — O+ eftersom b — a da r — 0+. Vi far pa samma sitt att m(r) —
divF(a). Alltsa

m(r)vol (B(a,r)) < ///B(M) div FdV < M(r)vol (B(a,r))

eller

1
< F.-NdS < M(r).
m(r) < 73 //S(M) dsS < M(r)

Resultatet foljer nu av instdngningssatsen for grinsvirden.



