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Hjilpmedel: Inga.

Instruktioner: Tentamen bestar av 8 uppgifter. Maximal podng pa
varje uppgift framgar nedan. Maximal podng pa hela provet &r 42p.
Utover detta kan du ha upp till 4 bonuspodng. 21 p ger sékert godkint

(betyg 3), 28 p ger siikert betyg 4 och 35 p ger sikert betyg 5 , inklusive
bonuspoing. For podng kréivs vil motiverade 16sningar.

1. (a) Lat Q vara en 6ppen mingd i R?. Definiera vad som menas
med att ett vektorfilt F : Q — R? ar konservativt. (2p)

(b) Ge ett nédvindigt och tillriackligt villkor pa ett kontinuerligt
deriverbart vektorfilt F = (F, F,) for att det skall vara konser-
vativt, och bevisa att villkoret dr nédvandigt (2p)

(c) Ar vektorfiltet
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F=(-
( a? +y2’x2+y2)
konservativt i hela R? \ {0}? (2p)
2. (a) Visa att arean av ellipsen z?/a® + y*/0? = 1 &r wab, dir
a,b> 0. (2p)

(b) Anvind Lagrangemultiplikatorer for att bestimma den ellips
r?/a* + y*/b®* = 1 med minimal area som innehaller rektangeln
[—1,1] x [~2,2]. (1p)

3. Lat f(t) vara en kontinuerligt deriverbar och strikt avtagande
funktion pa R. Visa att ekvationen

r+y+z=f@®+yP+2°) (1)

V.g.V.



definierar en kontinuerligt deriverbar funktion z = z(x, y) i ndgon
omgivning av varje punkt (x,y,z) som loser (1). Visa ocksa att
z(z,y) satisfierar
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(5p)
. Lat D = {(z,y); |z|+]y| < a}, ddr a > 0 &r en konstant. Berdkna

integralen
/ / e TVdxdy.
D
(5p)

. Lat F och G vara tva konservativa kontinuerligt deriverbara vek-
torfilt pa R3. Visa att vektorfiltet F x G #r killfritt, dvs.
div (F x G) = 0, och bestdm en vektorpotential till F x G. (5p)

. Ytan S ir en sliit, orienterad randyta till kroppen K i R®. Hur
ska S viljas sa att vektorfaltet

F = (4o + 2%z, —y(2* + 2%), —32%2% — 4y%2)
far maximalt flode genom S? (5p)

. Lat x(s) beteckna krokningen som funktion av bagléngden s for
en kurva i R®. Antag att r(s) = 0 fora alla s > 0. Visa att kurvan
ar en (del av) en rit linje. (5p)

. Lat S(a,r) beteckna sfiren i R®> med centrum i a och radie r, och
l1at N vara den utatriktade enhetsnormalen till S(a,r). Antag att
F ar ett kontinuerligt deriverbart vektorfilt i en omgivning av
punkten a. Visa att

: 1 :
Tll,%l+ pr—yE //S(a’r) F-NdS = divF(a).

(5p)

LYCKA TILL!



