Losningar till Tentamen i 5B1138 Reell analys IT 2006-05-19

1) Vi undersoker forst nér origo dr en kritisk punkt till f. Derivering ger % =

1222 4 2axy + y? + 8ax + a?y, % = az? + 2zy + a*x + 2ay. Vi ser att (0,0) ir en
kritisk punkt for alla a. Hessianen ges av

24z + 2ay + 8a  2ax + 2y + a?
2ax + 2y + a® 2z 4 2a

Sétter vi in (z,y) = (0,0) far vi att determinanten dr 16a* — a* och spéaret 10a. Om
0 < a < 4 ar bada dessa > 0 och Hessianen positivt definit, vilket ger att &r origo en
lokal minimipunkt.

Svar: Origo ar en lokal minimipunkt om a € (0, 4).

2) Sitt F(x,y, 2) = (Fi(z,y, 2), Fa(z,y, 2)) = (f(zy) +9(y2), g(zy) + f (y2)). Deriver-
ing ger 5 = xf'(vy)+29'(y2), G2 = yg'(y2), G2 = xg'(xy)+2f'(y2), G2 = yf'(y2).

Det foljer att

o1, Fy) PO +gQ) O] e s
0y, » V= gy ) po| =W

Enligt implicita funktionssatsen kan vi l6sa ut y och z som funktioner av z i ekvationen
F(z,y,z) = 0ien omgivning av (1,1, 1) om denna determinant &r # 0. Ett tillrackligt
villkor dr darfor att f/(1) # +4'(1).

Svar: Ett tillrackligt villkor ar att f'(1) # +¢'(1).

3) Upprepad integration ger att integralen kan skrivas

1 1 9 fl
/ </ VY — x2dy) dr = §/ (1 —22)*%dz.
-1 x2 -1

Vi gor nu variabelbytet © = cos 6 vilket ger integralen
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Svar: 7.

4) Om vi kan visa att vektorfiltet ér konservativt i hela R?® féljer att kurvintegralens
virde dr oberoende av valet av vag. Visoker en potential ¢ till F, F = V¢. Ekvationen
9 = y?z + 2%/3 ger ¢ = xy?z + 22%/3 + g(y, z). Deriverar vi detta med avseende
pa y far vi 2zyz + g—g = 2xyz + yz, vilket ger g(y,2) = y?2/2 + h(z). Vi har alltsa

¢ = zy*z + 12°/3 + y?2/2 + h(z). Deriverar vi slutligen med avseende pa z far vi



zy? + 22% + y? /2 + B(2) = zy® + 22® + y?/2, det vill siga h'(z) = 0, vilket ger
h(z) = C for nagon konstant C. Vi kan alltsa vilja ¢(z,y, 2) = xy?z + 223 /3 + y?2/2
som potential. Detta visar att vektorfiltet F #r konservativt i hela R®. Integralen
ges nu av ¢(1,1,1) — ¢(0,0,0) = 11/6.

Svar: Integralen = 11/6.

5) Vi har [|r'(t)|| = e'y/(cost —sint)2 + (sint +cost)2 + 1 = +/3¢!. Baglingden
mellan punkterna r(¢y) och r(ty), ty < t; ges av

t1
L(to, 1) z/ V3eldt = V3(et — eb).
to

Avstandet fran r(t) till origo ar Ve cos?t + e2sin®t 4 2 = /2¢'. Skillnaden i
avstand till origo mellan r(ty) och r(t;) ar f(to,t1) = V2(e" — ). Vi ser att

L(to,t1) = \/3/2f(to, t1).

Svar: Proportionalitetskonstanten ar 4/3/2.

6) Vi har att % =V f-noch g—ﬁ = Vg-n. Hogerledet i identiteten kan darfor skrivas

/ (fVg — gV f) - nds.
o0

Enligt Gauss’ sats ar detta lika med

JJ[v- Vo aviav
Nu ar

V- (fVg—gVf)=V[f-Ng+ [V-(Vg)=Vg-Vf+gV-(V[f)=[fAg—gAf
eftersom V - (Vf) = Af. Detta visar identiteten i uppgiften.

7) Vi parametriserar sfiren med rymdpolira koordinater. D4 ér dS = R?sin ¢dfd¢o
och vi far

2w T
/ f@®+9y° + (2 — ¢)?)dS = RQ/ d@/ f(R? —2Rccos ¢ + ¢*) sin ¢de.
Sk 0 0

Lat F' vara en primitiv funktion till f. Den sista integralen blir da

1 ™
= 21 R? {ﬁF(R — 2Rccos ¢ + 02)} = 7TR( F((R+¢)*) — F((R—¢)?)).
c 0 c
Det sista uttrycket ar precis
(R+c)
i f(s)ds



och vi har visat den betraktade identiteten.
8) a) Kedjeregeln ger
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enligt raknereglerna for kryssprodukten.

b) Ytintegralen definieras genom

s f e

c) Enligt definitionen, resultate i a) och formeln f6r variabelbyte i dubbelintegraler
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Bada parametriseringarna ger darfor samma véarde.




