Losningar till Tentamen i 5B1138 Reell analys II 2007-05-25

1) Beteckna kroppen med D;. Dess volym kan d& skrivas [[| p, dzdydz. 1 denna
integral gor vi variabelbytet x = r2, y = s2, z = t2. Detta ger dxdydz = Srstdrdsdt.
Satt Dy = {(r,s,t); r,s,t >0, r+ s+t <1}. Volymen kan d& skrivas

1—-r—s
V = 8/// rstdrdsdt = 8// TS (/ tdt) drds
Do r+s<1,r,s>0 0
1 1—r
:4// rs(l—r—s)2drds:4/r(/ s(l—r—s)2ds)dr
r4+s<1,r,s>0 0 0

Den inre integralen kan berdknas med partiell integration med resultatet ( 1—r)t

Aterstar att berdkna % fo (1 — r)*dr vilket kan goras med partiell 1ntegrat10n med
resultatet 1/90

Svar: 1/90.

2) Viser att V- F = cosy — cosy + 0 = 0, s& vektorfiltet dr divergensfritt i hela R3.
D4 existerar en vektorpotential A. Vi gor en ansats A = (A, Ay,0). Vi far da
0Ay 0A; 0Ay 04

A= (- _ 2
VX ( 0z 0z  Ox ay)

Detta ger 6‘42 = —xcosy varur foljer Ay = —zzcosy + f(z,y). P4 samma satt far vi
A= —z smy + g(x,y). Tredje komponenten ge nu % — 88—“;1 = % — g—z = — COS .

Vi ser at vi kan vélja f(x,y) = —cosx och g = 0.
Svar: En vektorpotential ges av A = (—zsiny, —zzcosy — cos z,0).
3) Satt f(x,y,2) = % + i + % och g(z,y,2) = —(alnz + flny + vyIn z). Vi soker da

minimum av f ix,y, z > 0 under bivillkoret ¢g(z,y, z) = 0. Lagrangemultiplikatorme-
toden ger att det finns \ s& att

af dg 1 da
T S

vilket ger x = ﬁ Motsvarande for y och z ger en kritisk punkt (
bivillkoret ger detta
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Vi har att Vg = —(2, g, 1) som &r # (0,0,0) s& rangvillkoret &r uppfyllt.

D& z, y eller z — oo méste nagon av z, y eller z — 0+ om bivilloret skall kunna
vara uppfyllt. Den funna kritiska punkten maste darfér ge det globala minimivardet.



Svar: Minimivardet ar
a+ B+

(aaﬁ,@ry"f)l/(a'i'ﬁ'i")’) )

4) a) Implicita funktionssatsen ger att detta ar mojligt om ‘?9—1; # 0, %—5 # 0 och

%—Z # 01 (x0, Yo, 20). Det foljer ocksd fran implicita funktionssatsen att ¢1, do, 3 ar
kontinuerligt deriverbara.

b) Det géller att F(¢1(y, 2),y,2) = 0, F(z,¢2(x, 2),2) = 0 och F(x,y, ps3(x,y)) =0
i em omgivning av (zo, Yo, zo). Derivering av dessa relationer med avseende pa vy, z
respektive x ger

OF 0¢, OF 0 OF 0¢3

3x8y+3—y 05, az+5 052 8x+8x 0

Detta ger
0p1 OF /0y 0 OF/0z Ods OF/0x

dy  OF/ox’ 8z  OF/dy’ dox  OF/dz

Multiplikation av dessa relationer ger den sokta identiteten.

AT

b) En parametrisering av ytan ges av r(u,v) = (ucosv, f(u),usinv) dar a < u < b,
0 < v < 27. Detta ger &£ = (cosv, f'(u), sinv) och & = (—usinv,0,ucosv). Alltsa
ar

5) a) Arean ges av
dud

o or_
ou v

Trigonometriska ettan ger nu

(f'(uw)ucosv, —u, f'(u)usinwv).

8r 81“

3u

= [ulv/1+ f'(u

Insatt i areaformeln ger detta
27 b b
= / (/ lulr/1 + f/(u)Qdu) dv = 27r/ lulv/1+ f'(u)?du.
0 a a

6) Stokes’ sats ger

1 1
I:—/er-ds—/ V x (v xr)-ndS.
2 Jos 2J)Js



Nu ar v X r = (v92 — v3x, 37 — v1 2, V1Y — Vo), varfor V x (v xr) = (v1 — (—vy), vy —
(—'UQ),Ug — (-”Ug)) = 2v. Alltsa ar

I:l//2v-ndS://v-ndS.
2)J)s s

7) a) Vi far att

ou ,, L Or  Q%u Y or\> . 0
g G- ro(5) Hrngs

2 .
Observera att &° = x/r och 2% = 1/r — 2 /r3, varfor

0%u x? 1 22

g =0 10 ().

Vi far helt analoga yttryck for y- och z-derivatorna. Detta ger Au = f”(r)+ %f’(r) =
0.

Svar: f"(r) 4+ 2f'(r) = 0.

b) Eftersom r # 0 s foljer fran a) att vi sker losningar till ekvationen rf”(r) +
2f'(r) = 0. Efter multiplikation med r ser vi att detta &r ekvivalent med att
(r?f'(r)) = 0, varur r%f’(r) = —A fér nagon konstant A. Detta ger f(r) = A/r + B,
dédr B ocksa dr en konstant.

Svar: u(x,y,z) = A/y/2?2 +y>+ 22+ B, dar A, B ar konstanter.

8) a) Vi far att V x (F — G) = 01 B. Eftersom B ar enkelt sammanhéngande
nedfér detta att F — G ar konservativt, dvs. det finns en funktion f : B — R s& att
F-G=VfiB.

b) Satt H = F—G. Enligt a) finns f sd att H = V fi B. Enligt antagande géller ocksa
V-H =0, vilket ger V-(Vf) =01 B. Vidare géller enligt antagande att H-n = 0 pa
OB, dvs. Vf-n = 0pa dB. Det foljer att V- (fVf)=V[f-Vf+fV-(Vf)=]|VSf]?

i B. Gauss’ sats ger

/I|Vf!!2dV:/v-(fo)dV= fVf-ndS=0.
B B OB

Alltsa &r H =V f = 0i B, ty Vf ér kontinuerlig och ||V f||? > 0 i B. Vi har visat
att F=GiB.



