KUNGL. TEKNISKA HOGSKOLAN
Matematiska Institutionen, Host 03.

Losning till Tentamensskrivning i Linjar algebra IT 5B1139
9. januar 2004, 8.00-13.00

Losning till Uppgift 1

(1) (1,2,1) + s(3,0,0).

(2) Normalvektoren til planet er (A, B,C) och ma ha samme retning som PQ =
(3,0,0). Derfor er B = C = 0 videre ma 3A = D for at planet skal ga gjennom
det gitte punktet. Planet har derfor ligning Az = 3A, det vil si z = 3.

Losning till Uppgift 2
Vi har PQ = (3,3,—1) och PR = (4,3,—1). Arean blir derfor tall verdien

ij k

av PQ x PR = |33-1| = (0,3 —4,3 —12) = (0,—1,—3). Derfor er arean
43 -1

VO +1+9=+/10. Vidare blir en enhetsvektor —— (0, 1, 3).

V10

Losning till Uppgift 3

200 =53 10
—41 11 —-2| .

19 -5 1

Inversen er

Losning till Uppgift 4

1 -2 3
Matrisen [ 2 —T+a 7 1 har determinanten a? — 3a s& de er uavhengige nar
—2 14a —54a
a er forskjellig fra 0 og 3.

Losning till Uppgift 5

(1) Linesert uavhengige.

(2) Linesert avhengige.

(3) Vi velger €] = uj og setter e}, = s1€] + us = s1(e; + e2) + e1 + €2 + e3. Vi far
(ehle)) =251 +2sas; = —1ogey) =—(er +e2)+e1 +ex+e3 =e3. Videre
setter vi ef = s1€] + sqe5 + us = si(e1 + e3) + Sae2 + €1 — e + e3. Vi ma ha
at 0 = (esle]) = s12sa 51 =0, og 0 = (ef]e) = s2 + 1 sa s = —1. Dette gir

eh = —e3+e1 —ea +e3 =e; —ey. Svaret er|e] = e + ez, e, = e3,€5 = €1 — €.

(4) Vifar|e] =ej +e3,e5 = ez, e5 = 0.
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Losning till Uppgift 6

(1) Matrisen (1) har egenverdien \ = 2. Egenvektorene faes av ligningen

3 6 —37 [z 00 0 x
{1 -2 1 ] [y] eller loo 0] {y],
1 2 —1] |2 12-1] L=

1 -2
og blir s {0} +t [ 1 }, som ikke er en basis for R3. Derfor kan matrisen ikke
1 0

diagonaliseres.

(2) Matrisen (2) har egenverdiene A = 0, 2,4. Ettersom den har ulike egenverdier kan
den diagonaliseres.
(3) Matrisen (3) er symmetrisk og kan derfor diagonaliseres.

Losning till Uppgift 7

Kvadratkomplettering gir 3(z + %ay)2 — %azyQ +3y? +5az2? = (3(z + %ay)2 +
3(4 — a®)y? + 5az?. Derfor er indeks

(2,1) nar a>2

(3,0) nar 2>a>0
(2,1) nar 0>a> -2
(1,2) nar —2>a
(2,0) nar a=0,a=2
(1,1) nar a= -2

Y

Losning till Uppgift 8

(1) b(su+ tv,w) = sb(u,w) + tb(v,w), og tilsvarende i andre koordinaten.

(2) b(u,v) = b(v,u) for alle u,v.

(3) ¢:V — R er kvadratisk form om det finnes bilineser form b: V x V' — R slik att
q(u) = b(u,u) for alle u i V.

(4) Vi har, for alle w,v iV, at b(u +v,u+v) = b(u, u) + 2b(u,v) + b(v, v). Derfor vil
b(u,v) = L(a(u + v) — g(u) - q(v)).

Losning till Uppgift 9

(1) dim(U +V)+dim(U NV) =dim(U) + dim(V).
Losning till Uppgift 9 fortsatter pa sidan 3



KUNGL. TEKNISKA HOGSKOLAN sida 3
Matematiska Institutionen, 9. januar 2004, 8.00-13.00
Linjar algebra 11 5B1139

(2) La eq,..., e, vaere en basis for U NV. Vi vet at denne kan utvides til en basis
eiy---y€m, f1,..., fp for U og til en basis e1, ..., em, g1,...,9, for V. Vi pastar at
€1,y €m, 1,5 fps 91, -, gq €r en basis for U + V og derfor at dim(U + V) =
m+p+q = dim(U)+q = dim(U)+dim(V) —m = dim(U) +dim(V) —dim(UNV).
For a vise pastanden viser vi fgrst at elementene i den pastatte basen er linesert
uavhengige. Anta at a1e1+---+amem+bi1fi+---+byfp+cigi+---+cq94 = 0. Da

vil begge sidene i likheten ajeq +- - -+amem +b1 fi4---+bpfp = —c1g1 — - —c49q
vaere i UNV. Men ettersom eq, ..., ey, er basis for UNV oge1,...,em,01,---,0p
er basis for V ma ¢; = --- = ¢4, = 0. Da fglger at a; = -+ = a,,, = 0 og
by = -+ = b, = 0. Vi har derfor vist lineser uavhengighet. Det gjenstar a

vise at elementene genererer U + V. Men hver u i U kan skrives pa formen
U = aie + - mem + b1 f1 + -+ + by fp og hvert elements v i V kan skrives pa
formen v = dafe; + -+ al,em + €191 + - - - ¢49q. Derfor vil u+ v = (a1 + a})es +
oot (am F+al)em +01fi+ -+ bpfp g1 + - -+ cqg1, som vi skulle vise.



