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Del I

(1) Avgor om funktionen f(z) = ze */2, —0o < z < oo, antar nagot storsta

respektive minsta viarde. Bestdm i sa fall dessa.

Funktionen &r definierad for alla z och lim, .+, f(z) = 0 (standardgrans-
vérde). Vi deriverar och far (efter forenkling)

fl@) = (1—a?)e ™/
som existerar for alla  och &r lika med 0 om och endast om x = +1. Vi
teckenstuderar derivatan och ser att
om z < —1sadr f'(z) <0 och f alltsa strangt avtagande,
om —1 <z < 1saéir f'(x) >0 och f alltsa strangt vixande,
om x > 1saar f/(x) <0och f alltsa striangt avtagande.

Det foljer av ovanstaende att f antar sitt minsta varde i x = —1 och sitt
storsta virde i # = 1. Funktionens minsta virde &r alltsa f(—1) = —e /2 =
—1/4/e och funktionens storsta virde ar f(1) = e /2 =1/ /e.

Svar: Storsta virdet dr f(1) = 1/4/e och minsta virdet &r f(—1) = —1/4/e.
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a) Anvéind substitutionen u = Inz for att skriva om integralen. (2p)

(2) Betrakta integralen

b) Berékna integralen med hjalp av omskrivningen i a). (2p)

a) Med v = Inx som é&r injektiv blir du = dx/x och x =1 < u = 0 och
r=e<< u=1ochvifar

e 4 1
/ (In ) dx = / ut du.
1 x 0

b) Vi berdknar integralen i A och far

e 4 1
/ (Inz) dx:/ u4du:1.
1 x 0 5




(3)

Svar: a) fol u*du. b) 1/5
Tre punkter P = (1,0,1), @ = (2,1,3) och R = (0,—1,0) &r givna. (ON-
system)
a) Bestdm en ekvation for planet genom de tre punkterna P, ) och R. (2p)
b) Berikna arean av triangeln med hérnpunkter P, ¢ och R. (1p)

c¢) Bestdm en ekvation for den linje genom punkten ) som &ar vinkelrdt mot
planet i a). (1 p)

a) Vi bildar vektorerna u = I_D)Q = (2,1,3)T — (1,0,1)T = (1,1,2)T och
v=PR=(0,-1,0"—(1,0,1)T = (=1, -1, —1) som ér parallella med skt
plan. Det foljer att deras krysspordukt &dr en normalvektor till sokt plan.

n=uxv=(1-1,0)7

Punkt-normalformen av planets ekvation ger (vi anviander n och punkten R)
att sokt plan har ekvation

1-(z=0)+(-1)-(y—(-1))+0-(2—0)=0 <= z—y=1.

b) Arean ges av

1 1
QHU x vl = 5\/5-

c¢) Linjen ortogonal mot planet i a) och genom punkten @) har ekvation

(x,y,2) = 5@ +tn=(2,1,3)" +t(1,-1,0)".
Svar:a) x —y =1, b) 3v2 ¢) (z,y,2) = (2,1,3)T +¢(1,-1,0)7.

Bestdm andra ordningens MacLaurinpolynom (Taylorpolynomet i origo) till
f(z) = In(1 + z). Berdkna sedan med hjilp av detta ett ndrmevirde till
In(1.1). Avgor slutligen om ditt ndrmevérde har ett fel vars absolutbelopp
ar mindre &n 0.001.

Vi deriverar och far f'(z) = 1/(1 + z) och f"(x) = —1/(1 + z)* och
f"(x) = 2/(1 + x)* som alla dr kontinuerliga fér x > —1. I origo far vi
f(0) =0, f/(0) = 1 och f"(0) = —1 sa det sokta Maclaurinpolynomet &r
alltsa



Eftersom Maclaurinpolynomet approximerar funktionen for x nira noll far

vi att
2

In(1.1) = £(0.1) ~ p(0.1) = 0.1 — % = 0.095.

Ett ndrmevirde till In(1.1) &r alltsa 0.095.

"
Enligt Taylors formel far vi att felet f(0.1) —p(0.1) = f3—@0.13 for nagot

tal € mellan 0 och 0.1. T det aktulla intervallet &r |f”(£)| < 2 och alltsa ér

2
absolutbeloppet av felet hogst 50.13 =3 0.001 som ar mindre &n 0.001.

Beriikna arean av det begrinsade omrade som innesluts av kurvorna y = /,
y=—yxochy=ux—2.

Skérningspunkterna mellan kurvorna fas da ++/x = x—2. Vi kvadrerar och
far andragradsekvationen z = 22 —4x+4 som ir ekvivalent med 2°>—5z+4 = 0
med l6sningar x = 1 och z = 4. Vi ser att linjen med ekvation y = x — 2
skér parabeln y = —y/x i punkten (1, —1) och linjen skér parabeln y = \/x
i punkten (4,2). Den sokta arean blir darfor

4
1

/012\/§dx+/ (Vo —(z—2)dz=..=

N ©

Svar: 9/2

Utslagsvinkeln o« = «a(t) [radianer| som funktion av tiden ¢ [s] for en plan
pendel uppfyller differentialekvationen o + (g/L)sina = 0, déir g [m/s?] &r
tyngdkraftsaccelerationen och L [m] &r pendelns lingd. Med approximationen
sin a &~ «, som géller for sma virden pa «, fas ekvationen

n, 9
o+ La =0.
Los denna differentialekvation och bestdm pendelns ldge en sekund efter
det att den sldpps ifran vilande ldge med utslagsvinkel 3 grader, dvs /60
radianer, om L = 0.2. Rdkna med att g = 9.8 .

Ersétter vi g med 9.8 och L med 0.2 far vi diffekvationen o (t)+49a(t) = 0.
Den har karaktéristisk ekvation 72 + 49 = 0 med l6sningar r = +£7i sa
diffekvationen har alltsa allmén l6sning

a(t) = Acos Tt + Bsin Tt,

déar A och B &r godtyckliga konstanter. Med hjalp av initialvillkoren kan vi nu
bestamma konstanterna. Att pendeln slédpps fran vila innebér att hastigheten
ar noll i startogonblicket, dvs. att att o/(0) = 0 vilket ger att B = 0. Den



andra villkoret, a(0) = 7/60, ger att A = 7w/60. Vart initialvardesproblem
har alltsa 16sningen

at) = % cos Tt.

Vi ser att pendelns ldge efter en sekund approximativt ar

a(l) = 67T_O cos 7 radianer.

Svar: % cos 7 radianer.

Del 11

(7) a) Harled formeln for berdkning en funktionskurvas baglingd. (2p)

b) Berikna lingden av kurvan y = %, 0<z<1 (2p)
For hireldning, se laroboken (Persson Boiers) sid 334-336. Med f(z) =
(e®+e ) /2 ar f'(x) = (e* — e ™) /2 och ldingden av kurvan ges av
/ T (e dx—/ / ez—l—ez / e’ +e‘x :%(61_6—1)'
6 —_——
Svar: b
var: b) 5

(8) Bestam det kortaste avstandet fran punkten P(3,1, —1) till det plan som ges
av ekvationen 2x + y — z = 6. Bestdm ocksa koordinaterna fér den punkt i
planet som ligger ndrmast punkten P.

Lat @ vara den i planet som ligger ndrmast P. Da dr QP en normal till
planet. Linjen [ genom P och @ har planets normalvektor n = (2,1, —1)7
som riktningsvektor, sa [ ges av

(z,y,2)" = (3,1, -1)T +t(2,1,-1)".
Vi soker det t varde for vilket [ skdr planet, dvs punkten (), genom att sétta

in koordinaterna for en godtycklig punkt pa [ i planets ekvation,

1

2B3+2)+(1+t)—(-1—t) =6 <= t:—g

Alltsa har @ kooridnater (z,y, 2) = (3,1-1)1/3(2,1,—1) = (7/3,2/3,—2/3).
Det sokta avstindet ges av ||QP|| = ... = v/6/3.



(10)

Svar: Punkten i planet ndrmast P har koordinater (7/3,2/3,—2/3). Av-
standet ar \/6/3 le.

a) Ar det sant att

Z e VE < / e Ve dx
k=1 0

for alla heltal n > 1 7 (2p)
b) Ar serien 37°, eV konvergent? (2p)
a) Med f(z) = e V® sa ér f definierad och kontinuerlig pa = > 0. Vidare

ar f'(z) = —e V¥ /2y/z som #r definierat och negativt for « > 0. Det foljer
att f ar stridngt avtagande pa intervallet x > 0. Summan i uppgiften kan

skrivas Z f(k) och for varje k géller, eftersom f &r strangt avtagande, att
k=1

f(k) < fk:k—l f(x)dz. Det foljer att Ze_\/E < / e Ve dx for alla heltal
0

k=1
n > 1.

b) Var funktion f ovan &r kontinuerlig, positiv och avtagande pa inter-

vallet + > 1. Enligt Cauchys integralkriterium &r Ze’ﬁ konvergent om
k=1

o
och endast om den generaliserade integralen / e VT dr dr konvergent. Vi
1

berdknar integralen med hjilp av substitutionen u = /x och partiell integ-
ration och far att

D o 4
/ e‘ﬁda::/ Que tdu = ... = —.
1 1 €

Integralen &r alltsa konvergent och da maste serien ocksa vara konvergent.

Funktionen f defineras genom

c, x=0.

Bestam forst konstanten ¢ sadan att f blir kontinuerlig i x = 0. Berédkna
sedan ocksa, for detta detta vérde pa ¢, f'(0) och f”(0).

a) Funktionen f &r kontinuerlig i origo om och endast om lim, .o f(z) =
f(0). Eftersom f(0) = ¢ och lim,_o f(z) = 1 (standardgriansvirde) sa ska vi
vilja ¢ = 1 for att f ska bli kontinuerlig i origo.



b) Vi berdknar forst f'(0). Vi far

. fOO+h)—fO) . =1 gsinh—h . h—h¥6+0(h%) —h
/ _ _ j— _ = e
Y L B il L L S 0
Alltsa ar f/'(0) = 0. For andraderivatan gor vi pa liknande sétt:
. hcosh—sinh—0 . h(1—"0h?/2+0(h") - (h—h?/6+ O(h®) 1
" o _ _ _
J7(0) = fimy & = jm & 3

Alltsa ar f”(0) = —1/3.
Svar: A. ¢=1. B. f/(0) =0, f"(0) =—1/3..



