KTH Matematik
Examinator: Gunnel Roman

Losningsférslag till Tentamen i SF1623 Matematik I for CL del A 10/10 2007

Inga hjalpmedel. Samtliga uppgifter podngsatts med maximalt 4 poéng vardera.
Uppgifterna 1-3 svarar mot varsin kontrollskrivning. Godkéant pa kontrollskrivning
nummer j ger automatiskt 4 podng pa uppgift j (som da inte ska losas).
Uppgifterna 4-6 tar upp grundlaggande kunskaper och fardigheter.

Uppgifterna 7-9 dr mer avancerade. Den som vill ha betyg C eller hogre maste samla
ett antal podng pa dessa uppgifter, sk VG-poéng.

Prelimindra betygsgrénser: A - 31 poéng varav minst 8 VG-poéng, B - 26 poéng
varav minst 6 VG-poéng, C - 21 podng varav minst 2 VG-poéng, D - 16 poéng, E -
15 poéng, Fx - 13 poéng. Lycka till!!

-Uppgifter som motsvarar varsin KS -

1.  Avgor for vilka reella tal = olikheten rEs < x — 1 giller.

T+

Losning: Vi sédtter pa samma brakstreck och ser att

_ a2
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Teckenstudium ger att denna olikhet &r uppfylld om och endast om —v/5 < z < —2

eller > /5.

Svar: —v/5 <z < —2 eller x > /5.
2. Finn alla reella 16sningar x till ekvationen Inx + 2In2x + 31In3 = 41n4.

Losning: Vi observerar forst att ekvationen bara ér definierad da = > 0. Foér sadana
x kan vi anvénda loglagar och potenslagar och fa att ekvationen &r ekvivalent med
ekvationen Inx + 2In2 + 2Ilnx = 4In4 — 31n 3 vilket i sin tur dr ekvivalent med

ekvationen 31nz = 3(In4 —In 3) som till sist &r ekvivalent med att Inz = In 3 vilket

efter exponentiering ger att © = 4/3.

SVar: x =4/3



1
3. Berékna sin (arctan §> och tan (arccos %r) .

1
Losning och svar: Vi ser direkt via definitionerna och enhetscirkeln att sin (arctan §) =
1
V10
Eftersom definitionsméngden till arccos-funktionen &r [—1,1] och 77/6 > 1 sa &r
tan(arccos(77/6) inte definierat.

- G-uppgifter -

4. Los ekvationen sin2rx = sinz. Avgér ocksa om nagon eller nagra av
. . .. mom
l6sningarna ligger i intervallet 12" "8l

Losning: Eftersom sin2x = 2sinx cosz kan ekvationen i uppgiften skrivas om till
2sinx cosz = sinx som dr ekvivalent med att sinz = 0 eller cosz = 1/2. sinz =0
har 16sningarna * = nm, n godtyckligt heltal, och cosx = 1/2 har lsningarna
x = £7/3 4 n2m, n godtyckligt heltal. Av dessa losningar ligger precis en, ndmligen
x = —7/3 1 det specificerade intervallet.

Svar: Ekvationen har losningarna = +7/3+n2n (n godtyckligt heltal) och z = nw
(n godtyckligt heltal). Av dessa losningar ligger precis en, ndmligen x = —7/3 i det
specificerade intervallet.

5. Finn alla reella tal x som l6ser ekvationen |2z + 3| — |3z — 1| = 1.

Losning: Vi delar upp 16sningen i tre olika fall.

Fall 1. Om = > 1/3 sa ér |2z + 3| — |3z — 1| = 1 ekvivalent med ekvationen 2z + 3 —
(3x — 1) = 1 som har losningen z = 3 vilken ligger i det aktuella intervallet.

Fall 2. Om —3/2 <z < 1/3 sa ér |2z + 3| — |3z — 1] = 1 ekvivalent med ekvationen
2x+3+3x—1 = 1 som har l6sningen = = —1/5 vilken ligger i det aktuella intervallet.

Fall 3. Om = < —3/2 sa ar |2z + 3| — |3z — 1] = 1 ekvivalent med ekvationen
—2x — 3+ 3x — 1 = 1 som har l6sningen z = 5 vilken ligger utanfér det aktuella
intervallet.

Svar: Ekvationen har 16sningarna = = 3 och x = —1/5.



6.  Avgor om det finns nagon konstant term (dvs en term som &r oberoende av
14

x) 1 utvecklingen av (2:1:4 —9.3) Beriikna i sa fall denna konstanta term
x

och ge svaret pa formen a/b dér a och b &r heltal och braket &r forkortat sa
langt som mojligt.

Losning: Binomialsatsen ger att
1\ My 1\*
2 4 = —_ 9 N4-E [~
<m 2x3> Z(k)(x) 223

k=0
och vi ser att vi far en konstant term precis néir £ = 8. Denna term &r

U\, a6/ 1\, . g14126 3003
<8)(2x) <_2_:c3> = U S 1

3003

Svar:

-VG-uppgifter -

7. Bestdm alla komplexa tal z som ldser ekvationen 2% = 27. Svar ska ges pa
formen a + ib.

Losning: Vi skriver pa polir form z = re® och 27 = 27¢"?™ dir n #r ett godtyckligt
heltal. Evkationen évergar i r%ev = 27e"?™ vilket dr ekvivalent med att r® = 27
och 6v = n2m varur féljer att 7 = /3 och v = nn/3, n godtyckligt heltal. Dessa
l6sningar skriver vi nu pa rektangulédr form:

n = 0 ger l6sningen 2y = /3

n = 1 ger losningen z; = v/3e"™3 = \/3/2 + i3 /2

n = 2 ger lésningen 2z, = /3e™/3 = —/3/2 +i3/2
n = 3 ger 16sningen z3 = /373 = —\/3

n = 4 ger 16sningen z, = v/3e"™/3 = —\/§/2 —1i3/2

n =5 ger losningen z; = v/3e™/3 = /3/2 — i3/2
Och detta &r alla 16sningar for n = 6 ger samma losning som n = 0 och 6vriga
varden pa n upprepar sedan ovanstaende 16sningar.

Svar: Losningarna #r z = £+/3 och z = ++/3/2 +i3/2

8.  Formulera och bevisa faktorsatsen.



Losning: Se boken sid 52-53
9.  Visa med induktion att

1-2+42-343-44---+n(n+1)= %n(n+1)(n+2)
forn=1,2,3,....
Losning: For varje positivt heltal n later vi P(n) betyda pastaendet
1-24+2-34+3-44---+nn+1)=nn+1)(n+2)/3.
Steg 1, bassteget. For n = 1 far vi pastaendet P(1) som ar att 1-2 = % +1-2-3
vilket uppenbart dr sant. Dvs pastaendet P(1) &r sant.

Steg 2, induktionssteget. Antag nu att pastaendet P(k) &r sant for nagot heltal
k > 1. Da géller att

1
1-2+2-3+3-4+---+k(k+1):gk(k+1)(k:+2)

Men i sa fall géller ocksa att

12423434+ - +k(k+1)+(k+1)(k+2) = %k(k+1)(k+2)+(k+1)(k+2) = %(k+1)(k+2(k+3)

vilket 4r samma sak som att pastaendet P(k + 1) dr sant. Dvs om pastaendet P(k)
ar sant sa ar ocksa pastaendet P(k + 1) sant.

Steg 3, slutsats. Av steg 1 och steg 2 foljer med induktion att P(n) dr sant for alla
positiva heltal n, vilket var precis vad vi skulle bevisa.



