KTH Matematik,
Karim och Olle.

Losningsforslag till SF1625 Envariabelanalys for E, IT och ME,
08-06-04, kl. 8.00-13.00.

e Inga hjalpmedel.

e Du som har fatt godként pa kontrollskrivning ¢ (dér i = 1,2,3,4) far
automatiskt full poing pa tal 7.

e Betygsgréinser: 25-28 poéng ger betyget A, 23-25 poéng ger betyget
B, 20-22 poang ger betyget C, 17-19 p ger betyget D och 14-16 p ger
betyget E.

e Om du har fatt 13 poédng sa far du betyget Fx och har da mdjlighet att
gora en kompletteringstentamen. Kontakta Karim eller Olle i sa fall.

e For dldre teknolger ges betygen 5, 4, 3, K (eller U) med krav som for
A, B/C, D/E respektive Fx.

1. For vilka (reella) tal a har ekvationen
4% 42" = ¢

nagon (reell) 16sning? Bestdm (de reella) l6sningarna for dessa a. Led-
ning: Satt till exempel t = 27, (3p)

Losning: 4% = (2-2)® =27 .27 = {2 och 2°! =27 .2 = 2t =
P42 —a=0 <= t=—-1+V1+aq,

som ar reell <= a > —1. Nu art = 2* > 0 for alla x, medan
—1—+v14+a<0. Savimaste hat =2*=—-14++1+a, dir V1 +a >
1 = a > 0. Logaritmering ger sedan

x-1n2:1n<\/1+a—1> <— len( 111:2&—1).



2. Lat f(z) = /1 +In(z+1).
(a) Bestdm alla x for vilka f(x) ar definierad (som en reell funktion).

(2p)

Losning: In(z + 1) definierad = x > —1; 1+ 1In(x + 1) reell
= 1+Inrz+1)>0 <= In(z+1)> -1 < z+1>e"

(eftersom exponentialfunktionen #r vixande) <= x> —1+e '

(b) Bestdm tangentlinjen till kurvan y = f(x) genom punkten (0, 1)
pa denna kurva. (1p)

Losning: Tangentlinjen genom (0, 1) ges avy—1 = f'(0)-(z—0).
1 1

() = =(1 + In(z + 1)) V2. —

f(@) 2( ( ) r+1  2\/T+In(x+1) (z+1)

1 1
= f'(0) = 5= tangentlinjen blir y = 1 + 5T

/ (1_°T—$)3 dzx. (3p)

Losning: Vi anvander partiell integration:

/x-(1—x)3dx:/x-%<%(1—x)2) iz

3. Berédkna integralen

1 _2 1 L
=z 2(1 x) /1 2(1 x) “dx
T 1 1 r—1+4+=x
s 21—x CTaonoae ¢
20 — 1
“at-ap T

4. Berakna de fem forsta fran noll skilda termerna i MacLaurinutvecklin-
gen av funktionen

() = arctan G . x) . (3p)

T



Losning;:

f(z) :f<0)+f/(0)-a:+%<'o>-x2+..., dar f(0) :arctanlzg
Nu ar
71(117)1+x
/ _ +z)2
o=
—2 -1 1

1+204+a24+1—2x+22 1422  1—(—a2)
Lat oss anvianda den geometriska serien:
1
1—t:1+t+t2+t3+... da ft| <1

med t = —z2:

flz)=—(1+ (=2 + (=2 + (—2°)’ +...) = =142’ —a"+2+. ..

Vi far tillbaka f(z) genom integration:

25 2

f(ac):f(())—i—/oxfl(t)dt:%—:)A‘jL ————... daz| <l

3 5 7

. Berdkna foljande gréansvérden och MOTIVERA dina svar (till exempel

genom att utnyttja kénda standardgrénsvérden).

: . (1)
lmaz-sin|— ),
x—0 x

(a)

(1p)

Losning: |sinz| <1 for alla v = —|z| < z-sin(1/z) < |z[; da

r — 0 gar ytterleden mot noll = lim, o« - sin(1/z) = 0.

: : (1)
lim z-sin | — ),
T—00 €T

Losning: ©t o0 —=t=1/zr - 0 =

in(1 int
lim z - sin(1/z) = lim M = limSli =1.
T—00 T—00 1/1‘ t—0 t

(1p)



. Ccosx
lim
Tr—00 T

(1p)

Losning: —1 < cosz <1 = —1/z < cosz/z < 1/x da x > 0;
r — 00 = ytterleden — 0 = cosz/x — 0.

()

lim z- (In(x + 1) —Inx). (1p)

T—00

1 1
Loésning;: m-(ln(z—i—l)—lnx):x-ln(m—i_ ):x-ln(l—i——)
x x

1 X
zln{(l—i——) } —Ilne=1 da z — oo.
T

6. Los begynnelsevardesproblemet

y'—y -2y =u,
/ (4p)
y(0) =2, y'(0) = 0.
Losning: Karakteristiska ekvationen 72 —r — 2 = 0 =
1 1+8 1+3 2
_ = :l: _ _ — om = A 2x B 7m.
r 5 T {_1 Un e+ be

Ansatsen yput = ar +b=>0—a—2ax — 20 =2 <= (2a+ 1)z +
(@+2b) = 0 for alla v+ = a = —1/2 och b = —a/2 = 1/4 =
Ypurt = —/2+ 1/4. Say = Ae* + Be™® — /2 + 1/4, vilket ger
Yy =2Ae*® —Be™®—1/2.

2=y(0)=A+B+1/4 <= A+ B=7/4,
0=y (0)=24—B—1/2 « 24— B=1/2.

Adderas ekvationerna till hoger om <= fas 34 =9/4 «— A = 3/4;
sedan ger forsta ekvationen att B = 7/4 — 3/4 = 1. Det vill séga,

3 2z —x T 1



7. Berdkna forst arean A(b) av det omrade i xy-planet som begrénsas av
x-axeln, de vertikala linjerna z = 0, x = b (dér b > 0) och kurvan
y = x-(224+2)73/2. Visa sedan att lim,_., A(b) existerar samt berikna
detta gransvéarde. (4p)

b
Losning: A(b) = / z- (2?2 +2)73 P de = {u=2*+2, du = 2z dz}
0

u=b242

1 —3/2 —-1/2 b2+2 1 1 1
== u du = |—u = — — —
2/u—2 [ ]2 V2 \/bz+2—>\/§
da b — oo.
8. Funktionen f(x) uppfyller
2z
(2) = ——— d3 1,2
f@) = s da A 12
f(1) =2
(a) Berdkna Taylorutvecklingen av f(z) omkring punkten z = 1 till
och med ordningen 2. (2p)
Losning;:
: J'(1) 2 3
f@)=f)+ () (z =)+ == (z=1)"+ 0 ((z - 1))
2 1
D=2 ffll)= ——— ==
f,,(x)_(a:2+3x+2)«2—2x'(2:c+3)_ 4 — 22°
B (22 + 37 + 2)2 (224 3z +2)2
2 1
"1y = 2 — =
1 1
f(z) :2+§(x—1)+%(x—1)2+0((9€—1)3).
(b) Beridkna gransvirdet
. 3f(x)—x =5
T S P ST (2p)



Losning;:

3f(z) —x—5 64+rx—1+5@-1+0((z—-1)% —z-5
C (w1

1 .
—E+O(x—1)—>1—2 da x — 1.




