KTH Matematik
Olle Stormark

Losningsforslag till tentamen i SF1625 Envariabelanalys
for CELTE1, CMAST1, CMED1 och CSAM1, 08-12-15.

e Inga hjalpmedel.

e Du som har fatt godként pa kontrollskrivning ¢ (dér i = 1,2,3,4) far
automatiskt full podng pa tal 7.

e Betygsgrianser: 26-28 poang ger betyget A, 23-25 poédng ger betyget
B, 20-22 poang ger betyget C, 17-19 p ger betyget D och 14-16 p ger
betyget E.

e Om du har fatt 13 poédng sa far du betyget Fx och har da mojlighet
att gora en kompletteringstentamen. Kontakta din kursledare i sa fall.

e For dldre teknolger ges betygen 5, 4, 3, K med krav som fér A, B/C,
D/E respektive Fx.

1. Berédkna Az 42
lim ‘ (3p)
e—oo /Br2 4+ 20+ 1

Losning;:

44+2/x
Vb +2/x+1/x2

442 4
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2. Lat funktionen

vara definierad for 1 < z < co. Bestdm f:s virdeméngd (det vill sdga
méngden {y = f(z): 1 <x < o0}). (3p)
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Losning;:

fry=2'—2? -2 = fl(2) = o2 +227° + 32*
2 =22-3  (z+1)(z—-3)

B x? B x?
f'(z) >0da —1 <z <3och f/(z) <0daz > 3.

Sa x> 1= f(z) vixer da 1 < z < 3 fran vérdet f(1) = —1 till
fmax = f(3) =1/3—1/9 —1/27 =5/27 da x = 3, och avtar sedan for
x > 3. Eftersom f(z) uppenbarligen gar mot noll da x — oo inser vi
att den sokta vardemangden ar

-]

3. Berakna den generaliserade integralen

< dr
| e (3p)

Losning;:
/ *  dx { " du }
— =< u=€c¢"—=zrz=lhu—dr = —
o €e*+e”* u
= - — = ——— = lim [arctanul;
=1 U+ U 1 U+ 1 X—oo
= lim arctan X — arctanl = r_T_ :
X—o0 2 4 4
4. Undersok huruvida serien
>
n=1 37‘L n+ 3
dr konvergent eller inte. (3p)

Losning: Eftersom serien ar positiv racker det att visa att den &r



begransad for att fa konvergens.

< —
: a vn+3 7 2
N N . - :
1 1 1 1 1 1 . .
; 3"/n+ 3 = 2 ; (5) S 23 nz% (g) = { geometrisk serie }
1 1 1 3 1
6 1= 173 =621 for alla N = konvergens.
Eller kortare:
0< 1 L1, S, ir k o ;
In = o === 573, "mOC » ar konvergent sasom varande
3nyn+3 7 2 3 g

en geometrisk serie med |1/3| < 1 = Z a, ar ocksa konvergent.

. Visa att

r—1
Inz > 2 da > 1. 4
nzx s a x (4p)
Losning: Vi ska visa att
r—1
=Inx — >0 da > 1.
f(z)=Inzx poe] a x

Observera att f(1) =0—0= 0. Med

(x+1)—2 ;)
—lnr—2- T T 244 (z 41
flz)=Inzx o nr—2+4-(x+1)
fas
1 4 P +2x+1—4z (z—1)3
() == — = = >0dax>1.
J() r  (z+1)2 z(x 4 1)2 z(x + 1)2 ot

f(1) =0och f'(x) >0da x> 1= f(x) vdzer fran virdet f(1) =
0= f(z) >0dax > 1.

. Bestam den 16sning till differentialekvationen
y" +4y = 2sinw

som uppfyller y(0) = ¢'(0) = 0. (4p)



Lo6sning: Till den homogena ekvationen y” + 4y = 0 hor den karak-
teristiska ekvationen 12 +4 =0 <= r = +2i = Ypom = A cos 2z +
Bssin 2x.

Yp = acosz + bsinr = y, = —asinr + beosr = y, = —acosT —

bsin z; detta insatt i differentialekvationen ger

—acosx —bsinx +4acosx +4bsinx = 2sinz <—
3acosx + (3b — 2)sinx = 0 for alla xt = a=0o0ch b=2/3 =

2 2

Yp = gsinx:>yaumthom—l-yp:Acost—l—BsinQa:—l—gsinx.
2 1
0=y(0)=A=A=0; 0=y (0)=2B+;=B=—

1
= y(x) = 3 (2sinz — sin 2z).

7. Beridkna volymen av den rotationskropp som uppstar da omradet mel-
lan parablerna y = 2% och y = 8 — 22 roterar kring z-axeln. (4p)

Losning: I parablernas skarningspunkt ar
y=8—1’=2? <= 1* =4 <= =42
Den infinitesimala rotationsvolymen dV" mellan x och = 4 dx &ar
(8 —2?)? dx — 7r(x2)2 dr = 7(64 — 162 +2* — 2) drv = 167(4 — 2?) dz.

Sa hela volymen blir

2 2
V:167r/ (4—x2)d:v:327r/ (4 — 2*)dx
- 0

2

16
= 32r[4x — 2°/3], = 327(8 — 8/3) = 32r - 5
512
= —T.
3

8. Betrakta funktionen f(z) = /1 + z.

(a) Hérled MacLaurinpolynomet po(z) av ordning 2 och tillhérande
restterm Rs(x) for f(z), sa att f(x) = pa(x) + R3(x). (1p)



Losning;:
fla)=(1+2)"? = f(0) =1,

fie) = 50+ = o) = 3,

@)=t =0
» 3 B " 1
() = 4y = T — s =

3

1 1 x
=+/1 S [ R H s —
f(zx) +x —|—2x 3% +16(1—|—§)5/2

for nagot € mellan 0 och x.

= po(z) + R3(x)

(b) Visa att

%3

P2 0= |Ryo)| < T (1p)

Losning:
220=E2>20=14+¢2> 1=

3 3

xXr T
0= Rolo) = 1505 ¢2 = 16

(c) Anvéind resultaten ovan for att berdkna ett nédrmevirde till v/17
och for att uppskatta feltermen:

V17 = nérmevirde + felterm. (2p)
Losning;:
VIT=VE2+1=4/1+1/16

11 1 1
4. (14+=. === — 4. 1/1
( HCARTE 162)+ Bs(1/16),

sa

1 1
V1T~ 4+ 3 i med ett fel som ligger mellan 0 och 116




