Losningsforslag till tentamen i SF1625 Envariabelanalys

den 2 juni 2010

1. Vi ser att f &r kontinuerlig pa hela det slutna begrénsade intervallet och darfor
ar det redan fran borjan klart att f antar ett storsta och ett minsta virde samt alla
virden déremellan. Vi deriverar och far f'(z) = (322 —9)e”’ % som existerar for alla
x 1 intervallet. Det storsta och minsta véirdet maste darfor antas i en kritisk punkt
eller i intervallets &ndpunkter. Eftersom for « i intervallet géller att f'(z) = 0 <=
312 — 9 = 0 <= x = /3 s4 ser vi att det finns exakt en kritisk punkt. Eftersom
vidare f(0) =1, f(V3) = e V3 f(2) = e'0 ser vi att det storsta virdet ér 1

och det minsta #r = e =63, Virdeméangden &r alltsa [6*6\/3, 1]
SVar: [e~6V3 1]

2. Med hjalp av partiell integration far vi
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och
1 1 5
I, = / i dr = [—xPe ") — / (—2ze ™ )dr = —e '+ 2, =2 — =,

0 0

3. Vi ser att f &r kontinuerlig for alla positiva ¢ och

) — 10 200 10t —100
fo)= (t+10)2  (t+10)3  (t+10)3
vilket ocksa existerar for alla positiva ¢. Vi ser att f'(t) < 0 for 0 < ¢ < 10 och
f/(t) > 0 for alla t > 10 medan f’(10) = 0. Det foljer att f &r strangt avtagande
pa intervallet 0 < t < 10 och stréngt vixande pa intervallet ¢ > 10 och att f har
en lokal minpunkt i ¢ = 10. Vi kan alltsa dra slutsatsen att syreméngden &r som
minst da ¢t = 10 dvs 10 dygn efter utsldppet. Eftersom lim; ., f(¢) = 1 sa nérmar
sig syreméngden 1 nir lang tid har gatt. For att undersoka nér syreméngden Okar
som snabbast ska vi hitta derivatans, f’:s, storsta virde. For att gora det deriverar
vi f" och far

£1(8) = 10(¢ 4+ 10)* — 3(¢ + 10)*(10¢ — 100) _ (t 4+ 10)2(400 — 20t)
(t+10)6 (t+10)¢
Efter ett teckenstudium av andraderivatan (som &r positiv da 0 < ¢ < 20, 0 da
t = 20 och negativ da t > 20) ser vi att f'(¢) tar sitt storsta virde da ¢ = 20, dvs

syreméngden Okar snabbast exakt 20 dygn efter utsldppet.




Eftersom lim; . f(t) = 1 sa géller att syreméngden &r ungefiar 1 efter lang tid.
Eftersom f(0) = 1 ocksa, sa betyder det att syreméngden efter lang tid &r densamma
som fore utslédppet.

Aterstar att skissa kurvan.

4. Med hjilp av Taylors formel far vi att sinx = z — 23/6 + R(x) dér feltermen
R(z) = (cos&/5!)x® for nagot tal € mellan 0 och x. Detta ger att

3 3 1/3)\°
= _Z(Z) =0.2
sin 0 0 5 (10) 0, 2955,

dvs 0,2955 dr ett narmevirde till sin(3/10) som vi avrundar till 0,296. Felet kan
uppskattas:

1 /3\° 181
1 2 === 2
|R(3/10)| < B (10> 4106<0 000025

sa vi ser att vart narmeviarde har tre korrekta decimaler.

5. Differentialekvationen kan skrivas

R E

(1) + —i(t) = —.

A0+ i) =
Forst soks homogena 16sningen i, dvs allménna losningen till i/ (t) + (R/L)i(t) = 0.
Karaktéristiska ekvationen r + R/L = 0 har l6sning r = —R/L varfor i,(t) =

Ce Ht/L dir C ar en godtycklig konstant. En partikulirlosning man ser direkt &r
i, = E/R. Allménna l6sningen till differentialekvationen i uppgiften ar alltsa i(t) =
Ce /L 1 E/R. Om initialvillkoret i(0) = 0 ska vara uppfyllt maste nu Ce®+E/R =
0, dvs C = —E/R. STrommen ges alltsa av funktionen

. E_E_
i(t) = =~ R Rt/L 4

6. a. Se laroboken

6. b. Volymen fas som V = 7r/ sin x dx = 7r/ # dr = %
0 0

7. Vi ska forst studera f'(z) = —ze /2, som #r definierad for alla z. Fér att hitta
dess kritiska punkter deriverar vi och far f”(z) = (2% — 1)e*"/? som ér positivt
da r < —1, noll da x = —1, negativt da —1 < x < 1, noll da x = 1 och positivt
da x > 1. Eftersom dessutom lim, .1 f'(z) = 0 sa foljer av det ovanstaende att
storsta virdet for f/ intraffar da x = —1 och minsta vérdet for f/ intraffar da x = 1.
Dessa z-virden ér alltsa de dér grafen y = f(x) lutar maximalt, och lutningen i dessa



punkter dr +e~1/2 = +1/,/e. Eftersom derivatan dr kontinuerlig tar den sedan ocksa
alla virden mellan dessa tal. De vérden derivatan kan anta &r alltsa alla reella tal z
sadana att —1/y/e < z < 1/4/e. For att skissa grafen y = f(z) behéver vi nu ocksa
hitta alla lokala extrempunkter. For detta d&ndamal kollar vi derivatans nollstéllen.
Vi har f'(z) = 0 om och endast om z = 0, ett teckenstudium av derivatan ger att
detta dr en lokal maxpunkt. Virdet i denna punkt &r 1. Eftersom lim, 4o f(2z) =0
dr det nu bara att skissa grafen y = f(z).

8. Med hjalp av partialbraksuppdelning far vi att

1 1 1 1
ab+axr+br+22 b—al\at+ax b4z
och med hjalp av detta far vi for positiva a och b att

1 R 1 1 1 1 b
I=li - = li 1 —In(b+2)]F = In —.
Rglolob—a/o (a+x b—l—m) Rgrgob_a[n(a—kx) n(b+e)lg b—a a

OM a = b = 0 far vi integralen

> dx . Ldx . *© dx
— = lim — + lim —5 = 09,
0 X c—0+ 0 X R—o0 1 X

dvs integralen &r divergent i detta fall.

9. Funktionen f(x) = |z — 2| &r kontinuerlig men ej deriverbar i z = 2, sa pastaende
1 ar alltsa falskt. Pa sid 185 i kursboken star beviset for att pastaende 2 ér sant.

Funktionen A(r) i uppgiften ges av A(r) = r?6/2 (arean av en cirkelsektor med radie
r och vinkel ). Det sokta gransvirdet ar precis A'(R) = R6.

10. Vi ser att g ar kontinuerlig pa det slutna begrénsade intervallet [0, 2] sa existensen

av ett storsta och ett ;Ilninsta varde ar garanterad. Eftersom ¢ ér deriverbar med
—x

(L +2)(1+%)

eller i en dndpunkt. Eftersom ¢’(x) = 0 om och endast om = = 1 sa ser vi att detta

dr den enda kritiska punkten. Max/min maste alltsa antas i nagon av punkterna 0,

1 och 2. Vi rédknar ut funktionsvirdena i dessa punkter och jamfor.

Vi ser direkt att g(0) = 0.

For de andra punkterna far vi med hjilp av partialbraksuppdelning att

(1)—/1 Lot dt—/l L e NV
TH=) arna+e) ), \ive 1ye2) T T2

derivata ¢'(z) = sa maste max och min antas i en kritisk punkt

och



2 1—t 2 1 t 1 3
9) = dt = — ) dt=In3-—=-In5=1In—
9(2) /0 1+ +2) /0 <1+t 1+t2) nd-—gno G

Vi jamfor och finner att storsta vardet ar In V2 och minsta virdet ér 0.



