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Losningsforslag till tentamen 2011-10-18

DEL A

1. Latz > 0 och y > 0 vara tva tal vars summa dr 6. Ange det minimala virdet som uttrycket
222 + /% kan anta.

Losningsforslag. Eftersom vi vet att x + y = 6 kan vi skrivay = 6 — x. Viskahaz > 0
och y > 0, sa talet = kan variera mellan 0 och 6. Problemet &r alltsa att hitta minimum av
funktionen f(z) = 222 + (6 — x)? pd intervallet [0, 6]. Genom att kvadratkomplettera ser
vi att

f(z) =227 + (6> + 2* — 127) = 32 — 122 + 36 = 3(2* — 42 + 12)

=3((z — 2)* +8).

Det minsta viarde som f kan anta (pa hela reella axeln) dr 3 - 8 = 24, som antas da x = 2.
Eftersom = = 2 ligger i intervallet [0, 6] foljer att f:s minsta virde pa detta intervall r 24.

Svar. 24
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2. Los integralen

[ o=
——dx.
9 v —1

(Tips: Anvénd lampligt variabelbyte.)

Losningsforslag. Vi beridknar integralen med hjélp av variabelbyte:

t=+vxr—1
——————dx. = dt =dz/(2vVx — 1 = dt:[2arctant} =
/Q:E\/x—l ng/gtil) /1t2+1 1

r=5=t=2

= 2(arctan 2 — arctan 1).

Svar. 2(arctan2 — arctan 1)
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3. En stillastaende bil startar fran ett trafikljus och 6kar farten med konstant acceleration upp
tills farten ar 25 m/s. Direfter fortsétter bilen med den konstanta hastigheten 25 m/s.

Efter 23 s har bilen tillryggalagt strickan 500 m. Hur lang tid efter starten nadde bilen
farten 25 m/s?

Losningsforslag. Lat v(¢) vara bilens fart efter ¢ sek. Accelerationen ges av v/(t). Lat den
konstanta accelerationen vara a m/s? efter ¢ s och antag att farten &r 25 m/s efter 7" s. For
0 <t < T giller alltsa att v'(t) = a och for dessa t dr

¢
v(t) = / adt = at.
0

{w 0<t<T
v(t) =

Vi har alltsa att

25 T <t<L23.

Lat s(t) vara den stricka som bilen tillryggalagt efter ¢ s. Eftersom §'(t) = v(t) sa dr

23 T 23
50025(23)—5(0):/ v(t)dt:/ atdt+/ %5 dt —
0 0

T
I 257
:“7+25-23—25T: {U(T):aT:25} — 575 - ——.
Fran detta foljer att 7’ = % = 6.

Svar. 6s
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DEL B

4. Visa att e® > 1 + sin x, for varje x > 0.

Losningsforslag. Om vi sitter f(z) = e*—1—sin x sa blir uppgiften att visa att f(x) > 0 for
varje x > 0. Eftersom ¢” > 1 och cosz < 1daz > Osaserviatt f'(z) =" —cosz >0
da > 0. Fran att derivatan f’(z) dr positivda = > 0 (och f(x) kontinuerlig da = > 0)
foljer att funktionen f(z) dr striangt vixande da x > 0. Eftersom f(0) = 0 sa foljer det nu

att f(z) > 0 forallaz > 0.

Svar. (Se 16sning.)
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5. Betrakta differentialekvationen 3" (x) + 2y'(z) — y(z) = —2ze™"

(a) Visa att y(z) = xe~" dr en 16sning till differentialekvationen. 1 p)
(b) Bestidm den allménna 16sningen till differentialekvationen. 1p)
(c) Beridkna grinsvirdena

lim y(z) och lim y(z)

T—r00 r—r—00

i fallet di y(z) 16ser differentialekvationen och (0) = 1 och ¢/(0) = —+/2.
2p)

Losningsforslag.
(a) Vi borjar med att derivera funktionen u(z) = xe™* och far

W(x)=(1—-x)e® och u"(x)=(x—2)e™”
Om vi nu sitter y(z) = u(x) i differentialekvationens vinsterled sa far vi
u'(z) +2u' (z) —u(z) = e ((z —2)+2(1 —z) — z) = —2ze *,

vilket dr differentialekvationens hogerled och alltsa dr u(x) en l16sning.
(b) Det karakteristiska polynomet till den homogena ekvationen

y'(z) + 2y (z) — y(z) =0
ar lika med
M4 —1=A+1-V2)(A+1+V2).
Den allminna 16sningen till den homogena ekvationen ges darmed av
Cel-1HV2)7 4 pel-1-v2)e
ddr C och D idr godtyckliga konstanter. I foregaende uppgift sag vi att u(x) = xe™*

var en 16sning till y”(x) + 2y'(x) — y(x) = —2ze * sa den allmédnna 16sningen till
denna ekvation far vi genom att ldgga till den homogena ekvationens 19sningar:

ze T+ C’e(_Hﬁ)w + De(-1-V2z,

(c) Om differentialekvationen ska uppfylla y(0) = 1 och ¢/(0) = —+/2 s far vi fran
uttrycket for den allménna 16sningen i foregaende uppgift att

1=0-¢ %4 Cel- 1+\f)o—l—De(l‘[ =C+D

och (genom att derivera)

—V2=(1-0)e "+ C(=14+V2)eTHVD0 4 D(—1 = v/2)el V0 =
—1—(C+ D) ++V2(C - D)=+2(C - D).
Alltsadar C + D = 1 och C — D = —1 vilket ger att C' = 0 och D = 1. Sa 16sningen

dr i detta fall lika med ze™® + e"17V27 Om 2 — 00 sd ser vi att e"17V27 5
(eftersom —1 — v/2 < 0) och ze™* — 0 (standardgrénsvirde), och alltsa ar

lim (ze™ + e(~17V27) —

T—r00
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Daérefter har vi att
lim (ze @ + VD7) = lim VD (V27 4 1) = oo,

T—r—00 T—r—00
pa grund av att

-1
lim zeV® = {t = —\/ﬁx} = — limte "= {Standardgréinsv‘arde} =0
T——00 \/5 t—o0

och lim, , . e("17V27 — o,

Svar.
(a) (Se 16sning.)
(b) ze™* 4+ Cel~1+V27 . De(=1=V2)z dsir ' och D ir godtyckliga konstanter
(¢) lim, , y(z) = 0ochlim, , . y(r) = o0
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6. (a) Bestam Taylorpolynomet av ordning 1 i punkten = 0 (dvs Maclaurinpolynomet)
till funktionen f(z) = (1 + z)%/2. 2 p)

(b) Kalla polynomet som vi fick i (6a) for P(z). Om vi anvénder detta polynom for att
approximera virdet (1 + a)®/? for tal a i intervallet [—1/2, 1/2], kan vi d& vara sikra

pé att felet, dvs | P(a) — (1 + a)*?|, alltid blir mindre &n 1/5? (2 p)

Losningsforslag.
(a) Eftersom f(z) = (1+ x)%? har vi f/(z) = 2(1+2)"/? och f"(z) = 4\/%. Maclau-
rinpolynomet av ordning 1 till f ges av

P) = fO) + PO =1+

(b) Enligt Maclaurins formel har vi (for varje —1 < z < 1)

/"(€)

f(z) = P(x) + >,
dir talet ¢ ligger mellan 0 och . Lat a € [—1/2,1/2]. Da har vi enligt formeln ovan
att
f"(€) ' 3 3 1
) Pl = | 5| = || < o2
_3V2 _6 1
32 32 5

eftersom ¢ ligger mellan 0 och a, d.v.s. vi vet att £ € [—1/2,1/2]. Alltsd har vi sett
att felet blir mindre &n 1/5.

Svar.
(a) 1+ %
(b) Ja
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DEL C

7. (a) Visa att
1
/ e® sin 5z dx < 10.
0

(2 p)
(b) Visa att det finns ett tal N sadant att
N 2
-1
L T
~1+n”+ logn
2p

Losningsforslag.

(a) Eftersom e’ dr viixande for alla ¢ och 2?2 #r vixande di 0 < z, sa foljer att e Hr
viixande di 0 < . Alltsd dr e®” < e = com 0 < z < 1. Dirtill vet vi att sint < 1
for alla t. Om vi anvinder dessa tva olikheter sa far vi att

e* sin(5z) < e <e

om 0 < z < 1. En egenskap hos integralen ir att den bevarar olikheter och alltsa dr

1 1 1
/ % sin(5x)dx < / e dx < / edx = e < 10.
0 0 0

(b) Betrakta serien
k

= 21 21
DRI NI
“~1+n?+logn ko= 1+n?+logn

V1 vet att om en serie Z;’;Q a,, dr konvergent sa ar lim,, o, a,, = 0. Eftersom

21 11— I
im — " — lim —”21 = {Standardgrénsvérde: lim —2" — O} =1+#0
n—oo 1+ n?+logn  nooeo L] 4 80 n—oo M2

sa foljer att var serie dr divergent. Eftersom serien ocksa &r positiv sa foljer att
: k 2_ , . .

limy oo 0o m = 00. Att limj,_,oo by, = o0, for en talfoljd b, betyder att
by blir hur stor som helst bara k r tillrdckligt stort. Mer precist formulerat: for varje
tal B finns ett tal N sadant att b, > B for varje n > N. Alltsa vet vi att det finns ett

tal /V saddant att
N 2

Zn—_1>100
1+n2+logn —

n=2

Svar.
(a) (Se 16sning.)
(b) (Se losning.)
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! COS X
pvERL
o 2V

8. (a) Pa vilket sitt &r integralen

generaliserad? 1p)
(b) Avgor om integralen dr konvergent eller divergent. 3p)
Losningsforslag.

Cos T

(a) Integranden dr funktionen f(z) = “17 - Denna funktion &r kontinuerlig pd intervallet
(0, 00), men lim, .o+ f(x) = co. Integralen #r alltsa generaliserad eftersom integran-
den &r obegrinsad pa intervallet (0, 1].

(b) Pé intervallet (0, 1] &r 0 < cos(x) < 1och 0 < z'/3, s& vi har

1

cos T .
17 < i for alla x € (0, 1].

0<

Den generaliserade integralen fol o~ 1/3dz dr konvergent (eftersom 1/3 < 1; se si-
dan 315 i Persson-Boiers). Eftersom vi har ovanstaende olikhet sa foljer det fran
jamforelsesats (Sats 11 pa sidan 316 i Persson-Boiers) att den generaliserade integra-
len fol cos(x)z~/3dx 4r konvergent.

Svar.
(a) Obegrénsad integrand.
(b) Integralen dr konvergent.
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9. Ett tal M sidgs vara en 6vre begriansning till en mdngd A om M > x for varje x € A. Ett
tal S' sdgs vara supremum av en miangd A om S dr den minsta ovre begrinsningen till A.

Antag att

4 2
A= . > 0drettheltal b .
n+1

Visa att supremum av A ar 4.

Losningsforslag. Eftersom 4n? < 4(n? + 1) s& ér nifl < 4 for alla n > 0, och alltsa ar 4

en Ovre begransning till A. Vi vill nu visa att 4 dr den minsta dvre begrinsningen.
Vi beridknar grinsvirdet,

. 4n? . 4
lim = lim T
nsoon? 4+ 1 nooeol 4 -5

Denna berikning sédger oss att n‘éLfl kommer hur nira 4 som helst bara n ir tillrackligt

stort. Mer precist formulerat: for varje ¢ > 0 finns ett /N sadant att
4n?
n?+1
omn > N. For varje ¢ > 0 kan 4 — ¢ alltsa inte vara en 6vre begriansning till A och vi kan
darfor dra slutsatsen att 4 dr den minsta ovre begransningen till A.

>4 —¢

Svar. (Se 16sning.)




