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DEL A

1. Radien pa en cirkel 6kar med den konstanta hastigheten 3 cm/s. Hur snabbt éndras cirkelns
area vid den tidpunkten da radien dr 10 cm?

Losningsforslag. Arean vid tiden ¢ s kan beskrivas med funktionen
A(t) = 7r(t)? ecm?,

ddr 7'(t) = 3 cm/s. Vi soker areans fordndring vid den tidpunkt da radien dr 10 cm.
Foridndringen vid tiden ¢ s ges av

A'(t) = 2mr(t)r'(t) = 67r(t) cm?/s.

Alltsd ér areans forindring, da r(t) = 10 cm, 607 cm?/s.

Svar. 607 cm?/s
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2. Berikna integralen

/4
/ tanx dz.
—7/4
Losningsforslag. Funktionen x — tan x &r kontinuerlig i intervallet [—7 /4, 7 /4] och dess-
utom udda, dvs. tan(—z) = — tan z. Alltsa &r
/4
/ tanx dz = 0.

—7/4

Alternativt kan man anvinda sig av primitiv funktion, da géller att

w/4 /4 o /4
/ tanxdx:/ Y e = [—ln]cosx@ = 0.

—m/4 —r/4 COST —7/4

Svar. 0
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3. Berikna lidngden av kurvan y = 2 — 22/2,0 < z < 1.

Losningsforslag. Lingden ges av

/Olmdx:/oﬂ/mm)m:/Olmdx

200 4+92)3270 241032 2 2(10%2—1)
B 3-9 o 27 27 27

2(103/2-1)

Svar. >
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DEL B
4. Lat
x? + 3|z
fla) = ———
(a) Ange alla lokala maximi- och minimipunkter. 2p)
(b) Bestdm samtliga asymptoter till f. Rita dven kurvan y = f(z). 2p)

Losningsforslag. Allmént giller att f dr kontinuerlig for z # 2, odefinierad for x = 2 och
deriverbar for alla z € {x € R: x # 0, x # 2}. Den kan dven beskrivas enligt

OER = M
1) =

(a) Lat oss tareda pa var f vixer och var den avtar. Vi har att

z2—4z—6
/ _ (z—2)2 » L >0
f(z) = 24446
Gz T < 0

Da x < 0 géller att f'(z) > 0. Da = > 0 giller att f'(x) = 0 om och endast om

x =2+ +/10. Vihar att f’(x) > 0dad x < Oellerdd x > 2+ /10 och att f'(z) < 0

di0 <z <2ellerdi2 <z <2+ /10.

Bland de deriverbara punkterna har vi alltsd en lokal minimipunkt iz = 2+ +/10. Det

aterstdr att studera « = 0 dér f ej dr deriverbar men kontinuerlig. Eftersom f vixer

till viinster och avtar till hoger om = 0 har vi att z = 0 &r en lokal maximipunkt.
(b) For att soka asymptoter kan vi utféra polynomdivision,

r+5+% x>0
T) = 2 -
fia) {x—l—% <0

2

Hir ser vi att f har asymptoterna y; = = + 5 och y, = = — 1 vid 400 respektive —oo.
Vi ser att

Jim f(z) = +oo,

vilket ger att x = 2 &r en lodrédt asymptot.
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Svar.

T = 2.

(a) minimipunktiz = 2 4 /10 och z = 0 &r en lokal maximipunkt.
(b) y1 = x +5ochys = x — 1 vid 400 respektive —oo, samt den lodrita asymptoten
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5. (a) Bestdm den allménna l6sningen till differentialekvationen 2p)

y'(x) +y(z) - 2y(z) = 4z
(b) Verifiera, genom inséttning i ekvationen, att svaret du fick i (a) verkligen uppfyller

ekvationen. 1p)
(c) Vilka virden pa begynnelsevillkoret 3//(0) ger en 16sning y(x) sa att y(0) = 0 och
(1p)

lim M = 27

r—o00 I

Losningsforslag.

(a) Den karakteristiska ekvationen dr 72 +r — 2 = 0 och har 16sningarna , = —2 och
ry = 1. Allts &r den homogena Iosningen y(z) = Ce™* + De”.
For att finna en partikuldrlosning ansitter vi y,(z) = Az + B. Derivation och in-
stoppning ger A — 2(Ax + B) = 4x, som har l6sningarna A = —2 och B = —1.
Alltsé #r den allminna I6sningen y(z) = Ce 2 + De* — 22 — 1.

(b) Lét oss verifiera [osningen, 3/ (z) = —2Ce™2* + De” —2 och y”(z) = 4Ce™** + De”.
Alltsa dr

y'(x) + o (z) — 2y(z) = 4Ce™* + De” — 2Ce™* + De® — 2
—20e % —2De” + 4z + 2 = 4ux,

vilket skulle verifieras.
(c) Viharatty(0) =C+ D — 1 =0, alltsd &r D = 1 — C. Vi har dven att

. y(x) Ce™® +(1—C)e* —2x—1
i

m >~ = lim
r—oo I T—00 x
1—C)e*
— lim u_g.
Tr—00 €T

For att detta griansvérde ska vara —2 sa maste C' = 1 och alltsa D = 0. Séledes &r
y(0)=-20+D—-2=-2+0-2=—4.

Svar.
(@) y(z) = Ce ™ + De” — 2x — 1
(b) se 16sningen
(© y'(0) = —4
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6. Anvind Taylors formel pa lampligt sitt for att bestimma ett ndrmevirde pa integralen
1
r—1
/ ‘ dx
g
Losningsforslag. Vi anviinder Taylors formel, e* = 1+ +2%/2 + %23 /6, ddr 0 < 0 < 1.
Alltsa dr . . L oe
T _ 1 T
/ ‘ d:)s:/ (1+3) d:v+/ L da.
0 x 0 2 o 6
1 0z ,.2 1
OS/ € dng/ dexzigl
g 6 6 Jo 18— 4

och niarmevirdet blir
1 211
T T 5
LY = e 2] 20
[ (eg)ar=lre ] <]

med ett fel som hogst dr 1/4.

Felet ar da

Svar. 5/4
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DEL C
7. Lat
. Ink
k=4
(a) Visa att S dr konvergent. 2p
(b) Visaatt S < 1. 2p)

Losningsforslag. Vi borjar med att notera att termerna i serien &r positiva, alltsa vixer del-
summorna.
(a) Om vi visar att S < 1 foljer att S dr konvergent. Alternativt kan vi anvinda att
Ink < vk for k > 4. Olikheten kan visas genom att visa att g(z) := /z — Inx
uppfyller att g(4) > 0 och ¢’(xz) > 0da x > 1. Dédrmed &r

=1
S < E PR
=4

vilken dr konvergent enligt kind sats.
(b) Bilda funktionen f : [3, co|— R sadan att

Inx
fla)=—5
Da f dr deriverbar kan vi visa att f dr avtagande genom att studera derivatan. Vi har
att
1—2lnx 1-—2lne 1
/ _ _
f (:E) - 1‘3 < $3 - _; <0

och diarmed dr f avtagande. Vi kan alltsa nyttja sambandet mellan integraler och
summor, alltsd ir

o ] Inz]? B In3+1
Sg/ 2 gp = lim {——”} —/ —de ) =22 <
3 T R—o00 T | 3 T 3

eftersom In 3 < 2. Det senare foljer av att In3 < Ine? = 2Ine = 2.

Svar.
(a) Se losning.
(b) Se 16sning.
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8. Lit f: R — R.

(a) Definiera vad som menas med att f &dr kontinuerlig i punkten x. 1p)
(b) Definiera vad som menas med att f dr deriverbar i punkten z. 1p)
(c) Visa att om f dr deriverbar i punkten x sa dr den dven kontinuerlig i punkten x.
(2 p)
Losningsforslag.

(a) Se boken (sid 149).
(b) Se boken (sid 187).
(c) Se boken (sid 193).

Svar.
(a) Se boken (sid 149).
(b) Se boken (sid 187).
(c) Se boken (sid 193).
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9. En 2 meter lang cylindrisk stang med radie 0.1 meter &r gjord i ett material med variabel
densitet. Densiteten p varierar med avstandet till ena &dnden av stangen enligt formeln

(z—1)°

plz) =1- kg/m?,

dir z € [0, 2] alltsa dr avstandet till ena dnden av stangen. For att beridkna stangens massa
kan man tdnka sa att man delar in staingen i mindre bitar och riaknar pa massan av varje
sadan liten bit och till slut summerar. Om vi tdnker oss att stangen ar placerad lings z-
axeln med den ena dndpunkten i 0 och den andra i 2 sa kan vi dela in stangen i n stycken
mindre bitar genom vilja z-punkter sa att

O=xp <1 <9< 23<+--<x,, = 2.

Avstidndet mellan punkt z;_; och z; kallar vi Az;. Massan av den del av stingen som
ligger mellan dessa punkter dr nu approximativt

p(z;) - 0.1°1Az; kg
och hela massan fas genom summation till approximativt
Zp(xj) -0.1°7Ax; kg.
j=1

Om indelningen gors obegrinsat fin (dvs om vi later n — oo pa ett sadant sitt att alla
Ax; — 0) sd far vi stingens massa. Berikna stdngens massa.

Losningsforslag. Om vi anvinder de beteckningar som ir givna i uppgiften har vi att sum-
man som approximativt ger stingens massa ar

3 (1 - %) .0.127Ax; ke.

j=1
Detta dr en Riemannsumma som vid obegrinsat forfinad indelning (pa det sitt som
anges 1 uppgiften) konvergerar mot integralen

/02 (1 — w> -0.1%mdx

eftersom integranden &r kontinuerlig pa intervallet [0, 2. Stangens massa &r alltsa

2 —1)? —131 11
/ T ity i W E P S PR Uit ol R
. 4 12 |, 600

Svar. 117/600 kg




