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DEL A

1. Lat f(z) = /1 + tan x vara definierad for z € [0, 7/2).

(a) Ange virdeméngden till f. 2p)
(b) Bestdm inversen till f och ange inversens definitionsméngd. 2p)
Losningsforslag.
(a) Lat oss derivera f,
1 d 1
") = ——(tanzx) = .
J'@) 2\/1+tanxdx( ) 21+ tanx - cos? x
Vi observerar att f'(z) > 0, vilket ger att f &r stringt vixande. Vi har att f(0) = 1
och att

lim f(x) = +o0.

z—7/2
Alltsa dr viardeméngden for f intervallet Vy = [1, 00).
(b) For att bestimma inversen till f vill vi 16sa ut = som funktion av y i ekvationen
y = f(x). Vihar

y=+vV1+tanz
y* =1+tanx

y> — 1 =tanx
r = arctan(y® — 1).

Alltsd f~1(y) = arctan(y® — 1).

Svar.
(@) Vi =11,00)
(b) f~(y) = arctan(y® — 1)
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2. Bestim alla primitiva funktioner till funktionen /z(x + 3).

Losningsforslag. Vi har att

2 5/2
/\/E(x+3)dx:/(x3/2+3\/§)dx:xT+2x3/2+C'

Svar. # + 2232 4 C
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3. Betrakta funktionen
f(z) =2 —62° + 2+ 1.
Hur méanga 16sningar har ekvationen f’(z) = 0 (dvs. hur manga stationéra punkter har f)
i intervallet [0, 2]?

Losningsforslag. Vi har att f/(z) = 423 — 122 + 1. Lat oss skissa funktionen f’ i intervallet
[0, 2]. For att inte bli forvirrade med derivator later vi g(z) := f’(x). Vi har g(0) = 1 och
g(2) = 9. Derivation ger att ¢’'(x) = 122 — 12 = 12(x + 1)(z — 1). Funktionen ¢ har en
stationdr punkt for z = 1 och g(1) = —7. Eftersom ¢ &r kontinuerlig, stringt avtagande
i intervallet [0, 1] och strdngt vidxande i intervallet [1,2] sa har g ett nollstille i vardera
intervallen [0, 1] och [1, 2]. Alltsa tva nollstillen.

Svar. Ekvationen f’(z) = 0 har tva 16sningar i intervallet [0, 2].
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DEL B

4. En bil kor med hastigheten v(¢) = t?Int (m/s) vid tidpunkten ¢ (s).
(a) Approximera bilens medelhastighet i intervallet [1, 3] med hjélp av en Riemannsum-

ma med tva delintervall. 2p
(b) Ange det exakta virdet pa bilens medelhastighet i intervallet [1, 3. 2p
Losningsforslag.

(a) En Riemannsumma med tva intervall ges av
v(l)+v(2) =4In2.
Strickan som bilen firdats fran ¢ = 1 till ¢ = 3 4r alltsa approximativt 41n 2 (m) och
bilens medelhastighet dr darmed approximativt
s 4In?2

~

Umedel = 5 N 57 = 2In2 (m/s).

(b) Bilens medelhastighet ges av

1 3 1[4 51 32 9In3 13
— [ Plntdt==|=Int| —= | —dt= - = .
5-1/, 2{3“}1 2/1 3 2~ g W)

dér vi har anvint oss utav partiell integration.

Svar.
(a) Svaret dr inte entydigt.
(b) 57 = (m/s).
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5. Betrakta differentialekvationen

y' (%) + 2y () + 5y(x) = 8.

(a) Bestdm alla 16sningar till differentialekvationen. 2p)
(b) Berdkna y"”'(0) om y(0) = 4 och 3/(0) = 1. 2p)
Losningsforslag.

(a) Den karakteristiska ekvationen ges av r? + 2r + 5 = 0, som har 16sningarna r =
—1 =+ 27. Den homogena 16sningen &r

yn(x) = e %(Ccos(2x) + Dsin(2z)), C,D € R.
For att finna partikulérlosningen ansitter vi y,(z) = Ee™>*. Vi har att
yn(x) + 2y, (2) + Byp(z) = 9Ee™> — 6Ee™ > 4+ 5Ee " = 8Ee ",
Med andra ord maste £ = 1. Den allméinna I6sningen ges av
y(r) = yu(z) + yp(x) = e *(C cos(2x) + Dsin(2x)) + e,
(b) Lat oss derivera ekvationen y”(x) + 2y/(x) + 5y(z) = 8e~3%. Vi far
Y"(&) + 2" (2) + 5y (2) = —24e~.
Dirmed far vi att
y"(x) = —24e7 — 2y (x) — 5y'(x)
= —24e7% — 2(8e™ — 2y () — 5y(x)) — 5y ()
ochy”(0) = —24 — 2(8 =2 — 20) — 5 = —1.

Svar.
(@) y(z) = e *(C cos(2x) + Dsin(2x)) + e **
(b y"(0) = —1
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6. Lat f(x) = 2+ e® — e**. Bestdm for alla vérden pa talet a antalet 18sningar till ekvationen
f(z) =a.
Losningsforslag. Vi behover skissa grafen for f. Vi har att
im f(z) =2 lim f(z) = lim (2+ e* (e — 1)) = —oo.

Eftersom f &r deriverbar sa ricker det med att soka virdena vid lokala max- och minpunk-
ter. Dessa kan endast finnas vid stationéra punkter. Vi har att f’(z) = 0 om och endast om
e® — 2e2® = ( vilket har den enda Idsningen x = — In 2. Virdet i den stationira punkten
ar f(—In2) =2+1/2—1/4 =9/4. Alltsa har f(x) = a tva 16sningar om a € (2,9/4)
och en 16sning om a = 9/4 eller om a € (—o0, 2]. Ingen 16sning finns om a > 9/4.

Svar. Tva losningar om a € (2,9/4) och en 16sning om a = 9/4 eller om a € (—o0,2].
Ingen 16sning om a € (9/4, o).
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DEL C

7. Avgor om serien/integralen dr konvergent eller divergent

—_— 2
(@) ;kur 2p)
* z(2+sinx)
. 2
(b)/l lnx+$3/2+xdaj @p)

Losningsforslag.
(a) Eftersom termerna &r positiva kan vi anvédnda oss av uppskattningar enligt

=1
2 ETis
k=1 k=1

Den senare dr konvergent enligt kiind sats och ddrmed &dr dven den ursprungliga serien
konvergent.
(b) Vi har att for stora = giller att
z(2+sinx) - x x 1

> = > 0.
Inz+a324+2 " Inz+232+2 = 3232 3z

Eftersom
[ 5z
— aX
L 3z

ar divergent dr dven den ursprungliga integralen divergent.

Svar.
(a) konvergent
(b) divergent
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8. Lat
sir;x T # 0
(a) Bestam Taylorpolynomet av grad 2 kring x = 0 till f. 2p)
(b) Anvind Taylorpolynomet fran (a) for att ge ett ndrmevirde till 1p)
2 .
/ sin x .
0
(c) Visa att felet vid approximationen i (b) inte &r storre dn 1/10. 1p)
Losningsforslag.
(a) Vi har att
x> 2
sinx =z — 5 + = cos(x)
for nagot 6 € (0,1) och
sin x 22t
= 1- 5 + acos(@x).

Med andra ord dr Taylorpolynomet av grad 2 kring x = 0 till f: 1 — ‘%2.
(b) Ett ndrmevirde far vi genom att anvianda oss utav Taylorpolynomet istéllet for f.

Alltsa
2 z? 14
11— — | doe =—.
0 6 9
(c) Felet ges av

[(2-(-5)

2:134
/—‘cos(ex)dx
o b

I 1y 22 32 1

— rTdr = — = — < —.
120 J, 600 600 10

IN

Svar. ,
(@ 1—-%
(b) 14/9

(c) se losning
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9. En funktion f: [a,b] — R sigs vara konvex i intervallet [a, b] om for varje z1, x5 € [a, ]
giller att

fltey + (1 —t)zo) <tf(xr) + (1 —1)f(x2)
for alla ¢ sddana att 0 < ¢ < 1.

(a) Visa att funktionen f(z) = 1 — |x| inte &r konvex i intervallet [—2, 2]. 2p)
(b) Visa att funktionen g(x) = 22 #r konvex i intervallet (—oo, 00). 2 p)
Losningsforslag.
(a) Funktionen f dr ej konvex ty for z; = —1, o = 1 och t = 1/2 fér vi att vénsterledet
ar f(0) = 1 medan hogerledet dr
f=1 Q@)
TR AR
2 + 2

(b) Lat 1,290 € Roch 0 < ¢ < 1. Vi vill visa att hogerledet minus vénsterledet &r
icke-negativt. Alltsa

to? 4+ (1 — t)as — (tog + (1 — )ag)? = t(1 — )23 + (1 — t)ad — 2t(1 — t)z 29

= t(l — t)([El — 1‘2)2 Z 0.

2 4r en konvex funktion.

Detta ger att g(z) =«
Svar.
(a) se l0sning
(b) se 10sning




