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DEL A

1. Los begynnelsevirdesproblemet y” + 63’ + 9y = 0, med y(0) = —1 och ¢/(0) = 1.

Losningsforslag. Den karaktiristiska ekvationen ér 7% + 6r + 9 = 0. Losningarna till denna
ekvation drr; = ro = —3. Alltsa ges den allménna 16sningen av y(z) = (C+ Dx)e 3*. Vi
har att y/(z) = —3(C' + Dx)e 3 + De 3%, Begynnelsevillkoren ger att y(0) = C' = —1
och y/(0) = —3C + D = 1. Med andra ord dr C' = —1 och D = —2. Alltsa far vi
16sningen y(z) = —(2x + 1)e™37.

Svar. y(z) = —(2z + 1)e™>*
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/ € dx
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Losningsforslag. Vi anvinder oss av variabelbytet e” = ¢ vilket ger % = e”. Vi far att

0 e* ! dt 1
[rret= [ fre -k =w

2. Bestdm integralen

Svar. In2
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3. En partikel startar i vila och ror sig utefter en rit linje med accelerationen 100 cos ¢ m/s?
vid tiden ¢ s. Vilken &r partikelns hastighet och position vid tiden ¢ = 3 s?

Losningsforslag. Antag att partikeln dr i s = 0 vid tiden ¢ = 0 s. Hastigheten av partikeln
ges av

t
v(t) = / 100 cos = dz = 100 [sin 2], = 100sin ¢,
0
eftersom v(0) = 0 enligt forutsittning. Positionen av partikeln ges av
t
s(t) = / 100sin 2 dz = —100 [cos 2]y = —100 cos ¢ + 100,
0

eftersom s(0) = 0. Alltsa dr hastigheten v(3) = 100 sin 3 och positionen s(3) = 100(1 —
cos 3).

Svar. Hastigheten dr 100 sin 3 m/s och positionen &r 100(1 — cos 3) m.
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DEL B

4. Visa att ekvationen 8z3 — 3622 4+ 462 = 15 har minst en rot i vart och ett av intervallen
10, 1], ]1,2[ och ]2, 3].

Losningsforslag. Vi observerar att funktionen f () := 823 —36x%+46x—15 ir kontinuerlig.
Satsen om mellanliggande virde sdger oss att eftersom f(0) = —15 < 0, f(1) =3 > 0,
f(2) = =3 < 0och f(3) = 15 > 0, sa har f minst ett nollstille i vardera intervall, vilket
ar detsamma som att ekvationen har en rot i varje intervall.

Svar. se l0sning
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5. Bestdm den storsta arean man kan fa av en rektangel som kan beskrivas sa att varje sida
gar genom var sitt horn av en annan rektangel med sidldngderna a och b.

«—— g —>

Losningsforslag. Vi infor vinkeln z i figuren och konstaterar att arean av den stora rektang-
eln ar

A(x) = (bcosx + asinx)(acosx + bsinz) = ab + (a* + b?) sinz cos .

Vi konstaterar att A(0) = A(w/2) = ab och att A(z) > ab,da 0 < x < /2. Vi deriverar
for att soka ett lokalt maximum,

A'(z) = (a® + b*)(cos® v — sin® ).

Vi har att A’(x) = 0 om och endast om cos? ¥ = sin® z. I det nimnda intervallet giller
detta endast d& z = /4. Den storsta arean &r sdledes A(7/4) = ab + (a? + b*) /2.

Svar. A(m/4) = ab+ (a® +b?)/2 = 3(a + b)?



SF1625 Envariabelanalys — Losningsforslag till tentamen 2012-06-07

6. Bestiim eventuella storsta och minsta virde till funktionen f(z) = z3e*.

Losningsforslag. Vi borjar med att utreda griansvérdena vid +oo. Alltsa
lim f(z)=—o00

Tr—r—00
och
lim f(z) =0,
pga standardgrinsvirde. Funktionen dr deriverbar for varje x, vi har
fl(x) =32% " — 2’ = 2*(3 —x)e ™.

Alltsa &r de stationdra punkterna i x = 0 och z = 3. Fran en teckenstudie av derivatan
/' sé kan vi konstatera att f dr vixande i intervallet | — oo, 3] och avtagande i intevallet
[3, 00|. Alltsé dr det storsta virdet f(3) = 27 /e och minsta viirde saknas.

o)

A\

Svar. Alltsd ér det storsta virdet f(3) = 27/e® = (3/e)? och minsta virde saknas.
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DEL C

7. Lat f vara en integrerbar funktion och 1at .S : [0, co[— R vara definierad av

0= [ s
Visa med hjilp av derivatans definition att S’ = f. (Detta dr Analysens huvudsats.)

Losningsforslag. se boken.

Svar. se boken
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8. Lat f(z) = cos(2z?). Bestdm en Taylorutveckling p av f kring = = 0 sddan att | f(z) —
p(x)| < 107¢ forallax €] — 0.1,0.1[.
Losningsforslag. Vi vet fran standardutvecklingarna att
t2  cos(Ot)t*

t=1— —
cos 2—1— I

for ndgot 0 < 6 < 1. Om ¢t = 222 sa fér vi
4z* 16 cos(20x?)x®

2% =1— —
cos 2x 5 + I
Lat oss studera resttermen, vi far att
16 cos(20x?)x® _ 2 cos(20x?)x® < 2z° <9/3-10-% < 10
41 3
daz €] —0.1,0.1]. Alltsé kan vi vilja
4zt
=1- —.
p(x) 5

Svar.
p(z) =1— 2%
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9. Visa att

o0

T T 1
— .
20 kz —|—100_20+100

Losningsforslag. Eftersom f(z) := 1/(z* + 100) ér positiv, avtagande och kontinuerlig for
x > 0 sa giller att summan kan jamforas med en integral, vi far

/Ooof(x Z1<:2+100—/ J d+ﬁ

Det aterstar att visa att -
| t@de=7
0
Vi har att

> I 1 1 s
de = lim — [ ————dzr = lim — [10arctan(z/10)]7 = —.
/0 fl@)de = Jim 100/0 T (/102 0 = A, 7gp [L0arctan(z/ o =55

Svar. se l6sning




