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DEL A

1. Visa att ekvationen
22 —12c+1=0
har tre I6sningar i intervallet —4 < x < 4.
Motivera ordentligt! 4p

Losningsforslag. Vi skall visa att funktionen f(z) = 2® — 122 + 1 har tre nollstillen i in-
tervallet [—4, 4].
f:s derivata dr f'(z) = 32 — 12 = 3(z + 2)(x — 2) med nollstillena x = £2.

Tabellen: =z —4 —2 2 4 visar att den kontinuerliga funktio-
f(z) + 0 — 0 +
flx) | =15~ 17 N\, —15 & 17

nen f har olika tecken i dndpunkterna av vart och ett av intervallen | — 4, —2[, | — 2,2|

och ]2,4[. Satsen om mellanliggande virden ger att f har ett nollstille i vart och ett av
intervallen. Saken ar Klar.

Svar. Pastdendet visat.
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2. Berikna den obestdmda integralen 4 p)

/2x2+13x+19 .

22 +52+6

Losningsforslag. Division av tiljaren med ndmnaren i integranden ger kvoten 2 och resten
3r 4 7.
Néamnaren har nollstillena z = —2 och —3, s den faktoriseras som (x + 2)(z + 3).

L 2224132419 3z+7 A B __ (A+B)z+(3A42B)
Integranden blir Frtets — 21 Eyre 24 Ttz = 2+ 12 (e 3)

A+B=3 34+2B=T7,54A—=1, B=2.
Det ger [ 205182419 gy — [(9 4 L4 2ydy = 20 + In |z + 2| + 21In |z + 3| + C(x),

, dér

x2+5x+6 z+2 x+3
ddr C'(z) har derivatan 0 i intervall dir integranden dr definierad, s C'(z) édr konstant i
vart och ett av intervallen | — oo, —3[, | — 3, —2[ och | — 2, o0|.

Svar. Den obestimda integralen &dr 2z +1In |z +2|+2In |z + 3|+ C(z), ddr C(x) dr konstant
i vart och ett av intervallen | — oo, =3[, | — 3, —2[ och | — 2, o0].
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3. Anvind Maclaurinpolynomet (dvs Taylorpolynomet kring punkten 2 = 0) av grad 3 till
funktionen f(x) = e for att finna ett ndirmevérde till \/ié 4 p)

Svaret kan vara en kvot av tva heltal, det behover alltsa inte ges som ett decimalbrak.

Losningsforslag. Maclaurinpolynomet av grad 3 for f(x) = e* ges av f(0) + f'(0)z +

IO g2 70 2 J2O 33 — 1 2+ 2 4 2 (eller som en standardutveckling).
L = ¢72, si den sokta approximationen ar 14(—1)+1(=1)24 1 (13 =1Lyl 1 —
48—2446-—-1 __ @

48 48

(I sjdlva verket dr Z—g ~ 0,6042, ~ 0,6065.)

I

e

Svar. Det sOkta ndrmevéirdet dr %.
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DEL B

4. Beridkna volymen av den kropp som uppstar da det begransade omrade som begrinsas av
x-axeln och kurvan
y=+x(d—2%), >0
roteras kring z-axeln. 4p)
Losningsforslag. /x(4 — z2) dr definierad om och endast om z(4 — z%) > 0. D&z > 0 ér
det precisda 0 < z < 2.
Den sokta volymen fés (med “skivformeln” for en rotationsvolym) som 7 fo )2 dx =

7Tf0 4—:15 :ﬂ—f02<4x_w3)dw:ﬂ-|:2x_I:|(2):7T(<2.22_T4>_0):
T(8 — ) = 4m (ve.).

Svar. Den sokta volymen ir 47 v.e.
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5. Bestidm den 16sning till differentialekvationen
' =2 +y=a2"—x+2
som tangerar x-axeln 1 origo. 4 p)

Losningsforslag. Karakteristiska ekvationen for motsvarande homogena ekvation dr r? —
2r +1 = 0, med dubbelroten r » = 1, sa den homogena ekvationens allménna 16sning ar
yn(z) = (Crax + Cy)e”.

For en partikuldrlsning till den inhomogena ekvationen gors ansatsen y(z) = Az*+ Br+
C. Insittning i ekvationen ger 24 —2(2Ax + B) + Az* + Bx+C = Ax?+ (—4A+ B)z +
(24— 2B+ C) = 2* — x + 2. Identifikation av koefficienterna ger A = 1, B = 3, C' = 6,
sd y,(z) = 2% 4+ 3z + 6.

Den allménna 16sningen till ekvationen r alltsd y(z) = yn(x) + y,(z) = (C1x + Cy)e” +
z? 4 3z + 6, vilket ger i/ (z) = C1e* + (Chz + Co)e” + 2z + 3.

Konstanterna C'; och C5 bestdms av villkoret att 16sningskurvan tangerar z-axeln i origo:
y(0) = ¢y'(0) = 0,58 Cy +6 = Cy + Cy + 3 = 0, vilket ger C; = 3, Cy, = —6 och
16sningen y(z) = (32 — 6)e” + 2 + 3z + 6.

Svar. Den sokta 16sningen ir y(z) = 3(z — 2)e® + 22 + 3x + 6.
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6. (a) Stdll upp en matematisk modell f6r hur temperaturen beror av tiden nédr man fryser
in ett nybakt brod. Brodet har temperaturen 30°C nédr man sitter in det i frysen, som
haller den konstanta temperaturen —20°C.

Vi antar for enkelhets skull att temperaturen dr densamma i hela brédet och att den
foljer Newtons avsvalningslag, dvs att brodets temperaturdndring per tidsenhet &r pro-

portionell mot skillnaden mellan frysens och brodets temperaturer. 2p
(b) Efter en timme i frysen har brodet temperaturen 10°C. Vad idr brodets temperatur efter
2 timmar i frysen? 2p)

Losningsforslag. Vi kallar brodets temperatur vid tiden ¢ (samma i hela brodet) for 7°(t)
(°C) och frysens konstanta temperatur 7's(= —20) (°C).
Enligt Newtons avsvalningslag giller da 7" = —k - (T' — 1Y), ddr k &r en konstant (som
bor vara positiv).
Villkoret att brodets temperatur vid ¢ = 0 (nér brodet sitts in i frysen) dr 30°C ger 7'(0) =
30.
Med y(t) = T'(t) — T} blir problemet ¥’ + ky = 0, y(0) = 30 — (—20) = 50, med 16sning
y(t) = 50e7*, dvs T(t) = —20 + 50 .
Om vi miiter ¢ i timmar ger villkoret i (b) att T'(1) = —20+50 e ™" = 10, sd e ™" = 23 Efter
2 timmar &r brodets temperatur di 7'(2) = —20+50 e~ %F = —20+50-(2)* = —20+18 =
-2 (°C).

Svar.

T+ kT —-T¢) =0
(a) En enkel modell ir + & 7) )
T(0) = 30,
tiden ¢ timmar efter att det satts in i frysen, 7' &r frysens temperatur i °C och k &r en
konstant.

(b) Efter 2 timmar har brodet enligt modellen temperaturen —2°C.

ddr T'(t) dr brodets temperatur i °C vid
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DEL C

7. (a) Lat f vara en funktion som &r definierad for alla > M, diar M ir ett fixt reellt tal.
Definiera vad som menas med att f har gransvérdet A da « gar mot oo, 2p

ILm f(z) = A.

(b) Bevisa med hjilp av definitionen i uppgift a att 2p)
lim arctan x _0
T—00 x

Losningsforslag. Definitionen kan (eftersom f(x) r definierad for alla tillrickligt stora =) formuleras sa:
lim f(z)=A

T—00

betyder att
det for varje reellt tal £ > 0 finns ett tal w sddant att * > w = |f(z) — A| < e.

Eftersom | arctan x| < J for alla z, giller (da x # 0) att [2<1202 — (| < 2 sdom |z| >

||

ar | arctan x arct;mx — 0

— 0| < € och enligt definitionen i (a) (med w = 52 dr lim, o0
Saken ar klar.

Svar. Se Iosningen.
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8. Lat o > 1 vara ett reellt tal. Visa att 4 p)

(14+2)*>1+ardaz > —1.

Losningsforslag. Vi skall visa att f(z) = (14+2)* — (1 + az) > 0dax > —1.
Derivering ger f'(z) = a(1 + 2)*! —a. f'(x) > 0dd 2z > 0 och f'(z) < 0da
—1 <2 <0,sa f dravtagande for —1 < x < 0 och véxande for 0 < z.
(@>1geratt (1+2)* ' >1diz>0@vsl4+z>Doch(1+2)* '<1di-1<2<0Wvs0<1+z<1).
Eftersom f(0) = 1“ — (1 + «-0) = 1 —1 = 0 ger det pastaendet, se tabellen:
x -1 0
f'(x) - 0
@) [a=T ~ 0

Saken ar Kklar.

Svar. Pastaendet visat.
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9. Bestidm gréansvardet (4 p)

L e ok
nh_}rg@éln( 1+E)'

Ledning: Tadnk pa Riemannsummor.

Losningsforslag. In <,"/ 1+ %) =1In(1+ %), sd summandr Y, In(1 4 £) - L, vilket dr
en Riemannsumma for integralen fol In(1 + z) dx (med xp = &, = %, SA Ty — T = %).
Eftersom In(1+z) dr kontinuerlig pa [0, 1] konvergerar summan mot integralen da n — oo.
Integralen beriknas med partialintegration: fol In(1 + 2)dr = [(1+z)In(l +2)]) —
Jy(l+2)1tdr=2mn2~1ln1—1=2mIn2- 1.

Svar. Grinsvirdet ar2In2 — 1.




